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AncrpakT

Mathisson-PapapetrouoB MeTo1 je OpUTHHATIHO OCMHUIILJBEH 33 U3BOhEHE jeTHaUNHE Kpe-
Tamba YeCcTUIle U3 KOBAPUjaHTHOI OYyBakba IEHOI TeH30pa eHepruje—uMIysica. 1aj MeTos
ce TeHepaJuile Ha eKCTeHupaHe 00jeKTe, Kao IIITO je cTpyHa. be3 3ajaBama Tuia mare-
pHuje ojl Koje ce CTpyHa CacToju, J00Mjajy ce KaKo je/lHaYMHE KpeTarba TaKO W I'PAHUYHH
ycsioBu crpyHe. VcnocraBsba ce Jia Cy jeJHaunHe CBETCKE MOBPINU OIIITUje HErO MO3HATE
jenHaunHe MuHUMAaJHe nOoBpiin. KOHKpeTHO, 3aBUCE 0JI YHYTpPallllhe CTPYKTYPe CTPYHE.
PeneBanTHu caydajeBu cy KaacH(pUKOBAHU aHAJIU3UPAHEM KAHOHCKUX O0JIMKa e(eKTUB-
HOT JBOJIMMEH3MOHAJHOI Te€H30pa eHepruje-mmmysaca. llokasyje ce ma caydaj XOMOTe€HO
JUCTpUOyHUpaHe MaTepHuje ca TeH3MjOM KOja je jeJlHaKa I'yCTHHHU eHepruje JeduHHIIE I0-
3nary Nambu-Goto munamuky. Ilpeocrana Tpu ciyuaja caap:xke (UMUK peIeBAHTHE
MacHuBHe U Oe3MaceHe CTpyHe, U HepU3nIKe TAXUOHCKE CTPYHE.

Abstract

The Mathisson-Papapetrou method is originally concieved for derivation of the particle
equation of motion from the covariant conservation of its stress—energy tensor. This
method is generalized to extended objects, such as a string. Without specifying the type
of matter the string is made of, one obtains both the equations of motion and boundary
conditions of the string. The world sheet equations turn out to be more general than the
familiar minimal surface equations. In particular, they depend on the internal structure of
the string. The relevant cases are classified by examining canonical forms of the effective
2-dimensional stress—energy tensor. The case of homogeneously distributed matter with
the tension that equals its mass density is shown to define the familiar Nambu-Goto
dynamics. The other three cases include physically relevant massive and massless strings,
and unphysical tachyonic strings.






IIpearosop

OnpehuBame myrame KojoM ce Tesa Kpehy Kpo3 mpocTop jeaH je o HajcTapujux 3a-
naraka dusuke. Jom u3 Bpemena Newtona, yBoau ce nojam taukacre yecruie (Kao Major
TeJla Yhje JIMMEH3Mje HUCY BayKHE 3a HheroBO KPeTame), IOCTYJINpa ce KpeTame 1000 He
vecrure (npsu NewtonoB 3aKOH), ¥ IOCTYJIMPA Ce jeJiHAYNHA JNHAMUKE KOja ONHUCYje Kpe-
Tarbe YECTHUIIE 10| yTHIajeM cro/bammbux cuia (apyru Newtonos 3akon). CBaka dbusnuka
TeopHuja KOja n3yvaBa KpeTambhe YeCTUIla 30Be Ce MeXaHHKa. 1aKO Ha MpUMep JaHAC 3HAMO
3a KJIACUYHY MEXaHUWKY, PEJATHBUCTUYKY MEXAHHUKY, KBAHTHY MEXAHWKY, PETaTHBUCTU-
4Ky KBAHTHY MEXaHUKY U CJi. [IpuTom je 3a HAC OBJ/ie BaXKHO HAIVIACUTHU Ja CE je[HAYUHE
KpeTarha 4YeCTUlle y MEeXaHUIM I[IOCTYJIHUPajy, Ha OCHOBY €KCIIEDUMEHTAJIHUX IOCMaTPa-
wma. KoHKpeTHO, y KJIaCHYHOj MEXaHUIM Ce€ IIOCTYJIAPa Jia ce CJIODOIHA YecTUIa Kpehe mo
IIPaBOj JUHUJU KOHCTAHTHOM OP3UMHOM.

Y oapeheruMm MoMeHTHMa pa3Boja (pHU3MKE MOjaBUJIa Ce MOTpeda 3a yBOhemeM HOBe
nmapajiurMe y OnucC IpUPOTHUX (peHOMEHa, jep ce UCIOCTABUJIO JIa MOCTOje T0jaBe Koje ce
He MOT'y YCIIeNIHO OIUCATH MOJEJIOM CKyIla 4eCTHIa Koje Jeayjy jelHe Ha JApyre cHuaMal.
VBejieH je HOB KOHIIENT OIMCHUBAIHa IPUPOE, Y KOME je IEeHTPAJHU 00jeKaT KOju ce T10-
cMaTpa I10/b€, EHTUTET KOjU MOCTOJU y CBUM TavyKaMa IPOCTOPBPEMEHA U y CBAKO] TAuKH
uMa onpebheny ”Bpemnoct”. CBe dusmuke mojaBe ce ONUCY]y Kao HOCTEIUIE OCOOMHA U
JIMHAMUKE 10Jba (jeJIHOT WK BUIIE FHbHX), M MOCTYJIUPA]y Ce HOBE jeHAYHHE KPETamba I0-
Jba, KOje OIMCY]y JMHAMHUKY CBAaKOI II0/ba IMOHA0COO M HUXOBe MehycoOHe MHTepakIluje.
Teopuje carpaliene Ha oBakaB HauWH 30BYy Ce TeopHje I0Jba. TeopHja MoJba Takohe MMa,
MyHO, KAKO KJACHYHUX TAKO M KBAHTHUX, PEJTATUBUCTUYKUX, UT/I.

Nako je Teopuja 1moJba Ka0 MeTOJ BEOMA YCIIEINHA, Y OIKCY NPUPOIHUX 110jaBa, HETPU-
BHUjaJiaH je mpobJieM HeHOr OJHOCA ca MexaHWuKOM. Hawmwme, 1mosbe y cebu caap:Ku KOHIIENT
KOHTHHYYMa, VI HAje OYULJIeTHO KAaKO U3 TOI KOHTUHYYMAa U3IPAAUTH JUCKPETHE, TAYKACTe
YecTHIle Koje y npupoau onazxkamo. OBaj mpobJseM ce y H3BeCHOj MepH MOXKe 3a00uhu yBO-
hemeMm ”xubpuane” Teopuje Koja craja MEXaHUKY Ca TEOPHUjOM I10Jba, M KOja CAIPIKHU KAKO
M0Jha M TIOCTYJIATe KOjU OMUCY]y HHUXOBY NUHAMUKY, TAKO U YECTUIE W FbUXOBE TIOCTYJIATe
n3 Mexanuke. [IpuTom ce mHTEpaKIinja Mosba ca YeCTUIIAMa TaKohe MOCTyIupa, Ha OCHOBY
eKCIIepUMEeHTaIHUX ucKycTapa. OBO je MehyTuM IPUIMYIHO BellITauKa KOHCTPYKITHja, KAKO
30or Besiukor 6poja ad hoc mocrtysnara, Tako u 300T ojlycTajarba O] jeJMHCTBEHOI OIIHCA,
dusuke n ”memrama”’ objekara pasMUMTe NPHPOAE. AJTepHATHBA OBOM IPHUCTYILY Ca-

1 Jenna o1 OCHOBHUX 1I0jaBa KOja ce He MOXKe TAKO OHMCATH je HIIP. HPONEC Kpealyje Wil aHuXuIaImje
9eCTULA.



CTOjU Ce y WJIeju Ja Ce YeCTHulle ONUIly Kao crenududna, ” 100po JTOKaJIM30BaHA” PeIiemnha
y YUCTO] TEOPHUjU T10JbaA, T3B. KHHK-PEIIeHha, Wi KHHKOBH. ONUCHO PEYEHO, KWHK je jeTHO
peleme jeIHaYnHa, 1M0Jha T/E je TO/be PA3JIUIUTO OJf BAaKyyMCKe BPETHOCTH CaMO y jell-
HOj, " MaJioj”, objacTu mpocTopa. Ta obsacT mpocTopa ce OHJa alPOKCUMATHBHO CMaTpa
Ta4KaCTOM, U TOBOPUMO O decTuru. EBOJyIuja TOr pemrema je 3aara Takohe jeTHaYH-
HAMA 110Jba, U YKOJIMKO jé KHHK-CTPYKTYypa cTabu/iHa (Tj. YKOJMKO Ce KUHK He PaclajiHe,
6ap HEKO BpeMe), MOXKEMO I'OBODHUTH O KpeTary 4decTure. Y alPOKCUMALUjH TaYKacTor
KHHKA MOXKEMO FOBOPUTH O TPajeKTOPHjH, Tj. IyTamu dectuie. Ilomro je Ta myrama y
OCHOBH ojipeheHa jeHaumHaMa 110Jba OJI KOjUX Ce KUHK CACTOjd, y HPUHIMILY C€ OTBapa
MoryhHocT 1a ce jeqHaunHe KpeTama 4YeCcTHIE, KOje ce y MeXaHUIU IIOCTYJIHPajy, CaJla
u3Bey U3 OAroBapajyhux jeqHadynHa MoJha, KA0 allPOKCUMATHBHE e(heKTHBHE jeTHAINHE
KpeTama TavyKacToT KWHKa. [IpuToM, HapaBHO, a priori HeMa HUKAKBHUX rapaHIuja Ja he
Te epeKTUBHE jeJHAUNHE KpPeTarha OJrOBapaTH OHUMA KOje ce TOCTYJIUPAjJy Y MEXaHUIIH.

Youapame moTpede 3a OBAKBUM IPUCTYIOM II0jaBUJIO CE CA YTEMEHEHEM OIIIITEe Te-
OopHje peJaTUBHOCTH, KOja je ONUCHBAJA I'PABATAIM]Y KaoO IMOjaBy 3aKPUBJ/HEHOCTH IIPO-
CTOPBPEMEHCKOT KOHTHHyyMa. Hamme, nutame KpeTama YeCTHIE Y CIOJbAIbEeM I'DABH-
TAIMOHOM TI0JbY j€ TIOCTAJIO HETPUBHUjAJIHO, jep 1ojaM ~ MPaBOJUHK]CKOT KPeTama, CJI0001He
yectuie” Buie Huje 6uo gedunucan, Oyayhu 1a y 3aKpuB/HEHOM ITPOCTOPBPEMEHY HE TI0-
croje npase jimHuje. Ha oBO nutame ce MOTJIO OJIOBOPUTH YOIIIITABAKEM I0jMa, ~IIPaBe
JIMHKje” Ha Te0JIe3UjCKy JIUHHU]jY, aJu je 3a TO IOHOBO OHJI0O HEONXOJIHO MPABUTH ~ XHU-
OpuIHY” TEOpH]y MEXaHUUIKE TAUYKACTe YECTHUIE U IPABUTAIMOHOT [I0Jba, YUMeE Ce Te0Ie3H]-
CKa TpajekTopuja dectuile e(peKTUBHO OIeT IMOCTyJIMpaJia, Ha 6231 IPUHIUIIA, €KBUBAJIEH-
[Hje U MOCTYyJIaTa O IPABOJIMHUJCKOM KDeTalhy YeCTHUIle y CIEIHjaJHO] TEOPUjH PelaThB-
Hoctu. OBaKaB NPUCTYI, OCUM IIITO HHUje Jiell, UMa, U ojpeheHux npob/ieMa y rpaBUTALA]jH,
K0joj He "mpuja”’ mojaM TaykacTor MacupHOr objekra. Cem Tora, ca pa3BojeM I'DaBUTAa-
1Fje Kao JIOKAJTHO I'PajijeHTHe TeopHje 1MoJha mojaBuia ce crpykrypa Riemann-Cartanosor
MPOCTOPBPEMEHA KOjé OCUM KPWBUHE CAJPIKU U TOP3HUjy. ¥ TAKBOM MPOCTOPBPEMEHY pa-
3JIUKYjeMO JIBe KapaKTEePUCTHUYHE JIMHUje, ayTomapaJsely W eKCTpeMasy, u obe ce MOTy
CMaTpaTH TeHepaJn3aIjoM TTpaBe JUHUje U3 PaBHOT MpocTopBpeMeHa. llputowm, He mo-
CTOjU HUTH JaCAH TEOPHjCKM KDPUTEPHUJYM HUTHU OUJIO KAKAB €KCIEPUMEHTAJHU DPE3YITAT
KOju OM pazjacHuo KyJda ce 4ecTHIa 3ampaBo Kpehe. Jlakie, y Tom ciaydajy ”xubpuaau’
MEeTO/T je HejeTHO3HAYAH.

OBakBa cuTyanuja je yKaswBaJja Ha MOTPe0y ONMCHBAMA YECTHIE YUCTOM TEOPHjOM
10Jba, W NpPobJIeMOM HpOHAJIAXKEHa e(PEeKTUBHUX jeJ[HAUYMHA KpeTarha cy ce OaBuJim joIr
Einstein, Infeld, Hoffman, Mathisson, Papapetrou u apyru [12, 13, 14, 15, 16, 17]. Kou3u-
CTEHTHO, JIOHEKJIe CUCTEMATCKO W CBAKAKO YCIIEIIHO pelreme mpobseMa 1ao je Papapetrou
[13], a 3aTuM cy ycjieausia u YOIIITea HA MPocTope ca Top3ujom [20, 21].

Ha napyrom dponty dusuke, y nokymajuma jga ce 00jacHU IMOHAMIAE ME30HCKHUX pe-
30HAHIM Y (DUBUIK jJaKUX MHTEPAKIUja, a KaCHUje y MOKYIIajuMa Jia ce U3BpIIU YHUDU-
Kallija CBUX MHTEPAKIMja W HAlpaBW ~TeopHja CBera’, pas3BuJia Ce€ TEeOopHja CTPYHAa, Ca
peJIATUBHO PaJIMKAJIHOM HJIEjOM 3aMeHe YeCTHIle Ka0 TauyKacTor 0OjekTa HOBUM, je IHOIU-
MEH3MOHATHUM eJIeMeHTapHuM 00jekToM, crpyHOM. Kao jemaH ox mpBHX KOpaka y u3-
I'paJiibu Teopuje, GOPMYJIUCAHA je MEXaHHKA KJIACHIHe PeJaTHBHCTHIKe OO30HCKe CTpYHe



[1, 2], ogHOCHO MOCTyIMpaHe Cy jeHaYMHE KpeTarha 3a CJOOOAHY CTPYHY. 3aTHM je Ha-
npaB/beHa (KaKO KJIACHYHA, TAKO M KBAHTHA) TEOPHUja M0Jba CTPYHA, W IOCTYJUPAHA je
”xubpuiHa” TeopHja Koja OIHCYje KPeTarme je/lHe CTPYHE Y CIIOJballllbeM I10/by CTPYHA
(3, 4, 5, 6]. Y 0BaKO HAIPaB/bEHOj TEOPH]H, MOjaABJBY]jy C€ KAKO TPABUTALUOHO IIOJBE (.,
Tako u Kalb-RamondoBo anTucumeTpudHo TeH30pCKO HOJbe 5, U JUIATOHCKO CKaJIapHO
mosbe P, Koja mHTeparyjy ca ”’MeXaHHYKOM’ CTpYHOM. AHaJIW3a jeaHAuWHa KpeTarma H
UHTEpaKlluje CITPyHe ca TUM IO0/bMMa yKasyje Ha TO Jia Ce LOJbe §,, MOXKe 10Be3aTH Ca
3aKpUBJbEHOIINY TPOCTOPBpeMeHa (IITo je 61O OUeKUBaH Pe3YJITAT), aJld ¥ Ha TO JIa [OJbe
B,, uma Bese ca TOP3HjOM IPOCTOPBPEMeHa, JIOK juiaToH ¢ uMa Bese ca HeMeTpHIHONINY
[7, 8,9, 10, 11]. Pasyme ce, kao u y cBakoj "xubpuauoj” Teopuju, jeHAYMHE TUHAMUKE
CTpYHE y OBUM MOJHUMA C€ TMOCTYIUPA]y, Ha OCHOBY HEKUX MAhe WM BUITE TI1ay3a0uTHIX
apryMeHarTa.

OBakBa cuTyanuja ykasyje Ha moTpedy na ce mpobJieMy KpeTama CTpyHe Y OBHM IIO-
JbUMa, MIPUCTYIIU Ca CTAHOBHUIITA YHCTE TEOPHje 10Jba, OJHOCHO Ja ce PapapetrouoB MeTos
3a 4YeCTHILy IeHepaJIuIlie Ha eKCTeHJupaHe objekTe, a 3aTUM Jia ce U3 ojroapajyhe re-
opuje mo/ha W3Beay e(eKTUBHE jeHAUMHE KpeTarha 33 KWHK-PEIleme y OOJUKY CTpYHE.
SaTum 6u ce Te e(peKTUBHE jeHAYUHE YIOPEIUIE C4 OHUM TO3HATUM, MOCTYJIUPAHUM j€/I-
HAYWHAMA, TITO OTBAPa MOTYNHOCT KaKO OIPaBIaBarba TOT MOCTY/IAaTa, TAKO U €BEHTYaJTHEe
MaHH(eCTHe reOMeTpHjCKe HHTepIpeTanuje moba B, n P, Koja je 3acaj camMo Harose-
IITEHA TMOCTYJTMPAHUM JI€jCTBOM.

Hapasno, PapapetrouoB meron, koju pemaBa oarosapajyhu mpobsiem 3a ciydaj de-
CTHUIle, He TPYzKa OYWIJIEJAH IYT Ka YONIITaBaIby Ha CAyYaj CTPYHE, WU JIPYTHX €K-
crenaupannx objekara. I[la wnmak, moryhuocr yommrema nocroju [18], m mpeacrasiba
IEHTPATHY TeMY OBOT PaJa.

Bynyhu na je usBoheme jeqHaunna Kperama CTPYHE V 3aKPUBJ/HEHOM IIPOCTOPY Ca TOP-
3ujoM (M eBEeHTYaJIHO HeMEeTPUYHOMINY) TeXHUYKH KOMILIMKOBAHO, OTpaHuIuiieMo ce Ha
cyuaj uucror RiemannoBor mpocropa (Jakje ca KpUBUHOM, Ge3 TOp3uje ¥ HEMETPUYIHO-
cru).

[Lnan w3narama je ciaegehu. Y mpBOj IJIaBU HABOIUMO KPATKY PEKAIUTYIAIU]jy TO3HA-
TUX pe3y/ITaTa O KPeTamwy YeCTUIe U CTPYHE y KpuBoM mpocTopy. l[loummemo kparkum
OTIMCOM OTIIITE TEOPHje PeJIATUBHOCTH, HAOpajaMo pejieBaHTHE jeJHAYNHE U (DOPMYTUIIIEMO
JIarpaHKUjaH cJI0O0IHE TeOpHje TPABUTAIMOHOT MOJha. 3aTUM PAa3MaTPAMO KDPETAmhe Me-
XaHUYKe YeCTHUIle Y TaKBOM IIOJbYy, KOHCTPYHIIEMO OAroBapajyhy ”xubpumny”’ teopwujy,
U TUCKYTyjeMoO heHe ocobmne. Hakon Tora pasmarpamMo KpeTame MeXaHUYKe CTPYHe y
HUCTOM 1I0JbY M KOHCTpyuniemo ~xubpujHy’ Teopujy u 3a wy. Harokon, dpopmysuiinemo
”qucTy” TEopujy rpaBUTAIMOHOI 110Jba M 110/ba MATEpPHje, W J1ajeMO ONIITH ODJIMK Jarpa-
HXKMjaHa Koju heMo Hajla/be KOpucTuTH. Jleo marpaHKujaHa KOju OIUCYje M0Jba MaTepHu]e
He 33/1ajeMO eKCIIMIUTHO, jep Hac He MHTepecyje HujeHa KOHKpeTHa TeOpHuja I0/ha, Beh
paJuMO OIIIITHU CJIy4Yaj OUIO KOje TeopHuje Koja 3a10BO/baBa HAIIy OCHOBHY IPETIOCTAaBKY,
Tj. KOja CaJIp:KM JIOKAJIN30BaHA KUHK-PEIIeHa.

Y apyroj riaBu m3JiazKkemo riaBHe pedysrare. [lounmemo ca guckycujoMm ”xubpuHe”
Teopuje KpeTama jejHe CTpPyHe Yy CIOJbAlbUM NO/bUMA ., B, u ®, n obpasziazkeMo
MOTHBAIMjy 3a NPHUCTYI M3 yIJia YHCTE TEOpHje MoJba. 3aTuM jJgeMoHcTpupamo Papa-



petrouoB MeToj 3a W3BOheme je/[HAYNHA, KPeTarha PEJATUBUCTHYKE TAYKACTE UYECTHUIE Y
CIIOJBAIITHREM TPABUTAIMOHOM 110/by. Meros, je npuroMm npernucad y hopMaan3My pasBoja
o DiracoBum ¢ dyHKIMjaMa, KOju HAM Jaje TEXHUYKHA OKBHUD 32 FeHepaJu3allijy Ha €K-
creHaupane o0jekre. /IMCKyTyjy ce IpPETIOCTaBKE KOje Cy HEONXO/HE 33 KUHK-DPeIIerhe, a
3aTUM Ce M3 KOBAPHjAHTHOT OYYBalha TEH30Da €HEPIHje-HMIIYJICa MaTepuje M3BOIU Teo-
JIe3UjCKa jeJlHaYMHa KpeTama Tadykacre dectuiie. Pesyinraru ce ynopelhyjy ca npucrynom
U3 UpBe IJIaBe, U KOMEHTapuIily ce npejHocTu Meroja. Hakon Tora naxkma ce mnocsehyje
reHepaJsim3aiuju PapapetrouoBor merosia Ha ciay4aj crpyne. Hajupe ce pasmarpajy mpert-
IIOCTaBKe HEOIIXO/[HE 33 MOCTOjarheé KHHK-Pellema y OOJIMKY CTpyHe, a 3aTHM ce U3 KO-
BApHUjaHTHOT OYyBalba TEH30Pa €HEePIHje—MMITYJICA W3BOJIU OCHOBHU DPe3yJITaT — OIIITe
jeTHauUMHE KpeTama CTPyHEe W oJroBapajyhu rpanuynu ycjaoBu. OHU ce 3aTUM yIope-
Dyjy ca mocTynupaHuM jelHaUMHAMA W3 TPBE IJlaBe. YOYaBa ce 3HAa4aj MAaceHOT TeH30pa
m2 Koju ce mHTepIpeTHpa Kao epeKTUBHY JBOAMMEH3UOHAIHY TEH30D eHepruje MMIIyIca
crpyHe. Cnenehu Kopak mpeicTaB/ba aHAJIN3Y MOTYNUX KAaHOHCKUX OOJIMKA MaCEeHOT TeH-
30pa, 9uMe ce Kiaacudukyjy moryhu tunosu crpysa. Vcmocrasspa ce ma je Nambu-Gotoosa
CTPyHa CaMO jejaH Oj 4uTaBor cuekrpa Moryhmx tunosa. Cege npuMepu PaiMKaIHO
HEXOMOI'€He CTPYHE TIJie je CBa MaTepuja CTpyHe KOHIleHTpucaHa y jejHoj tauku, u Ni-
elsen-Olesen flux-tube pemema y ckanapuoj enekrpomuHamuiu Higgsosor tuma. OBum
JPYTUM IIPUMEPOM ce ToKa3yje Ja 3aucTa MOCTOje PeaJuCTUudHe TeOpHje T0Jha MaTepuje
KOja I0Ce/lyjy KUHK-peIlema y 00JUKy CTPYHe, Kao U Jia 33J0B0/baBajy OIIITE jeHAUYNHE
KpeTama u3BejieHe reHepaJsm3anyjoM Papapetrouosor mocrynka. Hakon Tora ce ykparko
pa3MaTpa MoryhHocT popMmynucama JarpaH:KujaHa 3a Te onmTe edeKTUBHEe jeTHadYNHe
KpeTama U J0Ka3yje ce Jia ce y OINIITeM CIydajy JIejcTBO He Moxe (hopmyaucatu 6e3 ymo-
Tpebe nomohuux Bapujabau. KoHauHo, umTaB Meron um3Bohermba jeqHadynHa KpeTama ce
reHepaJiniiie Ha CJIydYaj eKCTeHIUpaHuX oOjeKaTa ca BUINe JMMEH3Wja, U HaBoje ce edek-
TUBHE jeJHAYNHE KPEeTama W I'PAHUYHU YCJIOBU 33 P-OpaHy y CIOJbAImHEM 3aKPUB/HEHOM
D-iuMeH3MOHAJTHOM TTPOCTOPBPEMEHY .

Cnenu 3ak/bydak y KOMe ce PEKaNuTYJIUPAjy Pe3yaTaTH, Jajy 3aK/bydHe HAllOMeHe W
HABOJIE JIa/bU MOTYhU TMPaBIM UCTPAYKUBATHA.

Ha xpajy ce naJsiaze jBa maremarundka gojarka. [IpBu ce 6aBu popman3aMomMm pasBoja
3ajare pyHKIHje y pe mo u3poauma Diracose § dpyHKIHje, KOjU je HEOIXOAAH 32 YOIIIITa-
Bame PapapetrouoBor meroma. pyru ce 6aBu StokesoBom TeopemoMm y D aumeH3uja, Koja
ce KOPHUCTH NpU U3BOleIby TPAHUYHUX YCI0BA 33 CTPYHY u p-Opany. M3a Tora ce HaBoan
CITUCaK JIUTEPAType.

2KenuMm 11a ce 3aXBaJIiM CBOM MeHTOpY, 1p MuyoBany Bacunuhy, Ha Bohemwy u momohu
y CBUM acIeKTUMa MHACAha OBOT Ppajia, o/l n300pa TeMe MPeKo pa3MaTparha KOHIENTYaTHUX
MUATaba 0 CaBeTa TEXHUIKOT KapaKTepa.

Konsennuje kojux ce ap:xkumo y pajiy cy ciegaehe. ['puku wHiekcu ca cpejuHe aJji-

dabera, [, V, ..., Cy TIPOCTOPBPEMEHCKM WHJEKCH U y3umajy Bpegnoctu 0,1,..., D — 1.
I'puku wnpekcu ca moverka aJgadera, «,[3,..., y3uMajy CaMO IIPOCTOPHE BPEIHOCTHU
1,2,...,D — 1. Jlatuncku uHjaexkcu a,b,c,..., Cy WHIEKCH CBETCKe IIOBPIIA U Y CJIy-

4yajy CTpyHe y3uMajy aBe Bpemnoctu, 0 m 1, 10K y ciydajy p-Opane y3uMajy BpeIHOCTH



0,1,...,p. IIpocropBpemMeHCcKe U KOOpJMHATE HA CBETCKO] IOBPIIH O0EJIEKABAMO PeJIOM
ca z* u £%, 1ok ce oarosapajyhin MeTpHUIKY TeH30pU 03HAYABA]Y €A ¢, (T) 1 Yqp(&). Curna-
Type MeTpuukux Tersopa cy diag[+1, —1,..., —1]. Yrnasaom hiemo 6uru 3auHTEpECOBAHN
3a pusnuku penesanTan caydaj D = 4, anu (kako hiemo nokaszartu npu Kpajy apyre riase)
CBU Pe3yJITATH Barke 3a IPOU3BOJHAHY BPEJIHOCT JUMEH3Hje IPOCTOPBPEMEHA.






I'maBa 1

I'PABUTAIINJA 1 MATEPUJA

1.1 ¥YBoxg

Haxkon peBostynuje kKojy je y bu3uKy A0HEa CIIENUjaTHA TEOPHja PEJTATUBHOCTH, HOBA
CJIMKA, TIPOCTOPA ¥ BPEMEHa OTBOPWJIA je W MUTAhe PeJaTUBUCTHYKE (OpMyJIalyje rpa-
BUTAIMOHOT TOJ/ha, jep je NewtonoB 3aKOH rpaBUTaluje TpecTao jga Oyle y CKJIaIy ca
pe3yJITaToM O KOHCTAHTHOCTH Op3WHE CBETJIOCTH M HHeTOBUM IIOCjeauniaMa. 300T Tora je
HaIlpaBJbEHA OIIITA TeOPHUja PEJIATUBOCTH, KOja 3aIlPaBO IPEJACTaB/ba TEOPU]y PeJIaTUBU-
CTUYKOT' I'PaBUTAIIMOHOT" I10Jba.

Kperame Tesna y pesaTuBUCTHYKE (DOPMYJIHCAHOM TI'DABUTAIMOHOM IIOJBY j€ MOCTAJIO
3HavajHo Beh 300r excrnepumenTasHe mpoBepe Te dhopmynamnuje. Haume, npenecuja Mep-
KyPOBOT' TlepuXejia W CJAUYHU €KCIIEPUMEHTH Cy Ce MOIVIM O0jaCHUTH PeJTATUBUCTHYKHUM
kopeknujama NewtonoBor 3akoHa TpaBUTaIUje, M OWJIN Y CjajHOM CKJIaJIy Ca TEOPHUjOM.
Teopuja je, MmehyTum, nMasia HeKe KOHIENITYaTHE HEJIOCTATKE Be3aHe Mpe CBera 3a Uhihe-
HHUILy 72 TAYKACTa YECTUIA He MOXKe TaKO JIAKO Ja Ce II0BeXKe Ca I'PABUTAIMOHUM II0/HEM
Koje je bopMyJ/iMCaHO 3a MATEPHUjy KOja je KOHTMHYMPAHO JMCTPUOYHPaHA IO MPOCTOPY.
Ho unak, xopucrehu npuHmun ekBuBaJieHIMje W IMO3HATE jeIHAYMHE KPETarhba TAYKACTe
yecTuiie y paBHoM, MinkowskijeBoM mpocTopy, MOIJIa ce carpaJuTh oAroBapajyha ”xu-
OpugHa” Teopuja MeXaHUKe jeJHe YECTUIE Y TPABUTAIMOHOM TMOJbY, U jeJHAYNHE KPETamha,
Koje ce oyaT/e J00ujajy JIemo cy onucuBaje myTame mianera oko CyHia u octajie edekrte
OTINTE TEOPHje PeJTaTUBHOCTH.

Muoro kacHuje, ca HATPETKOM TEOPHUje eJIEMEHTAPHUX YECTHUIA W OMUCUBATHEM MUKPO-
cBeTa, NOjaBUJia ce Teopuja crpyHa. V3BopHa moTuBanuja 3a yBohewme cTpyHa y (DUBUKY
YeCTHUIA JIONLIA je U3 aHaJu3e Me30HCKUX pe3oHaHiu. Kako mcnajga mpemMa eKcrepuMeH-
TAJTHUM Pe3yJITAaTUMa, O3HATE PE30HAHIE, KapaKTepucaHe MOMEHTOM UMITyJica J U MacoM
M, 3an0BosbaBajy (beHOMEeHOJIOMKO Ipasuio J = alM? + const, rie je o yHUBep3aJaHA
koHcTtaHTa. OBe 3aBUCHOCTH ce 30BYy Regge TpajekrTopuje.

Jla 6u ce objacuuiie Regge TpajekTopuje, Me30HCKE PE3OHAHIE CE TIOCMATPA]y Kao eK-
CIIMTOBAHA, BE3aHA CTama JBa KBapka. lcmocraBuiio ce ja pesiaTuBUCTHYKA porupajyha
CTpyHa Ca JIAKUM KBapKOBHMa 3aKaueHHM Ha CBOJUM KpajeBHMa 3aKMCTa HMa OCOOHHY
J = aM? + const. CtpyHa je KapakTepucana TeHsujoM 1 1 HeMa JIpyTe crpykrype. Ka-
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cuuje je cxBaheHo ja 1mocToje W KOHGUIypaldje TeopHuje MoJha Ca OBAKBMM OCOOMHAMA.
Ha npuwmep, y ckanapuoj emekrpomuaamuiiu nocroju t3B. flux-tube pememe jennaunna
KpeTama Koje ynpaso uMa ocobune Nambu-Gotoose crpyse [19].

HoBa ununujarusa 3a pa3Boj Teopuje CTPpyHA HACTaJa je CeJIaMIeCeTHX IOJUHA IPO-
MJIOT BEKa, KaJla Ce WMCIOCTABUJIO JIa Cé y OKBUPY KBAHTHE TEOPHje CTPyHA MPUPOHO
1ojaBJbyje TpaBUTallja, YuMe ce JOILI0 Ha UJIEjy Jla ce CTPYHaMa ONUCY]y He XaJPOHCKE
pe3oHaHIle, Beh ejjemenTapHe dectuiie. JIpyrum pednma, Teopuja CTpyHA je mocTasia jeJaH
071 MOTyhUX OKBHpA 32 yjeIUIbEHe CBUX HHTEPAKIHU]a.

Nako u 1mocjie Tpujecer rojMHa MHTEH3UBHOI' Pa3B0Oja OBa TeOPHUja jOII yBEK HUTHU je
CTPYKTYPHO 3aTBOPEHA KAO IEJMHA HUTU MUMa OMJIO KAKBO €KCIIEPUMEHTAJIHO pejiBuha-
e, eHTy3Hhja3aM 3a MpOoHaJaXKelhe ~TeopHuje cBera’ MOMONy Teopuje CTPYHa KOJI MHOTHX
dusmyapa jour yBek He jemaBa. [IpuTom ce ocHOBHA Hjieja CaCTOju Y TOME Jia Ce YECTHUIA,
Ka0 TAYKACTH ejieMeTapHH ofjekaT (M3 Kora ce Tpajy CBe OCTAJIO), 3aMEHH CTPYHOM, jel-
HOJIUMEH3UOHATHUM eJIeMEeHTaPHUM 00jeKTOM.

HapaBHo. u cTpyHa je Kao u dectuna o0jeKaT JUCKPETHE IPUPOJE, W IPUPOITHO Ce
[IOCTaB/ba NHTae KpeTalma CTPYyHEe y I'PABUTAIMOHOM IIOJbY HA HUCTH HAYMH Ko y CJIy-
gajy dectune. Ojrosop je takohje mcru, 3acHoBaH Ha “nozHaTrom” (Tj. TOCTYJIUPAHOM )
Kperamwy crpyHe y paBHoM MinkowskijeBoM npocTopBpeMeHy U NPUHIUIY €KBUBAJIECHIU]E,
KOjU BOJIe KOHCTPYKIUju oAropapajyhe ”xubpujane”’ Teopuje MeXaHWKE je/lHEe CTPYHE Yy
IPaBUTAIMOHOM TOJbY. Vako oBa Teopuja maTu O HCTUX HEJOCTATAKA KAa0 XHUOPUIHA TEO-
pHja 3a 4ecTHILy, OUjIa je JOBOJHHO J00pa 3a MPUMEHY V UCTPaKUBamby, CBe 110 ojapehenor
TPEHYTKa KaJ ce yKa3aJa 030M/bHUja MOTpeda 3a aHAJTU30M KpeTarmha CTPYHe Y TPDaBUTA-
IIUOHOM TIOJBY .

[IpernmemajMo 3aT0 YKpaTkKo Kako ce IpaBe IOMeHyTe ~XuOpujHe” Teopuje 4ecTHUIe
U CTPYHE M KOje Cy IUXOBe OCHOBHe ocoOumHe. Ilonasumo on dynmamenara pesaTuBu-
CTUYKe TeopHuje TpPaBUTAIVje, U YBODermha HEKUX OCHOBHUX TIOJMOBA HEONMXOIHUX 3a Ja/ba
pasMaTparba.

1.2 Omnmra Teopuja pejlaTUBHOCTH

OmnmTa Teopuja pelaAaTUBHOCTH HACTAJA je U3 TOTpede Ja ce TPABUTAIMOHO MOJhEe OTH-
cyje Ha KOH3WCTEHTAH HAYUH Yy OKBUPY peJaTuBucTHYKe ¢usuke. Kibydan mpuHIun
PEeJTATUBUCTUYKE TeOpHUje IPaBUTAIlMje 30Be ce MPUHIAIN eKBUBAJCHIHjE, U TBPAU Ja Ce
edekTH HEeMHEePIMjaTHOCTH PedepeHTHOr CUCTeMa HA MaTepHhjy HUKAKBUM €KCIeDUMEH-
TOM He MOTY JIOKAJHO PA3JIMKOBATH O edeKaTa TPABUTAIMOHOT M0Jha HA Ty MaTEpHjy.
OBo apyruMm pednma 3HAYU JIa Y OKOJIMHU CBAKE TAYKE MPOCTOPBPEMEHA MOCTOjU je/laH
(T3B. ci1060H0 najajyhu) pedepentHu cucrem y kome cBu 3akonu dusuke' umajy ucru
00JIMK Kao y CIlenHjajHOj TeOpPUju pesaTuBHOCTH. VICTOpHMjCKHM, OBaj NPHUHIMI je HACTAO
kao yommreme GalileieBux ekcrmepuMeHnaTa KOju Cy MOKA3aJd Ja CBA Tejia Y I'PABATAIAO-

10Bo je dbopmynammja T3B. jaKor IPUHIMIA eKBUBAJICHIMje. HapeIHW MCKa3, BE3AH 33 jETHAKOCT
MHEPLMjaIHEe U IPABUTALMOHE MACe TEJIa MAJIUX JUMEH3Hja IPEACTaB/ba T3B. CAA0H NPUHLIMII €KBUBAJICH-

nuje.
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HOM TI0JbY T1aJIajy MCTUM yOp3ameM, OJHOCHO /i je WHepIMjaJiHa Maca CBAKOI TeJja, M,
jeaHaxa rpaBUTAIMOHO] MACH TOT Tesa, M.

M3 oBakBOr MpuUCTyIa I'PaBUTANM)A U3PACTa T€OMETPHjCKa WHTEPIIPETAINja I'PABUTA-
IMOHOT ToJha. HamMme, rpaBuTanyja ce ommucyje Kao MojaBa 3aKpPUBJ/HEHOCTH ITPOCTOPBpe-
MeHa. [IpocTopBpeme ce mocmarpa Kao jeJHa MHOTOCTPYKOCT Yy K0joj je meduHHCAHO
pacrojame u3dMehy sBe OsiMcke TavuKe jeHaYIMHOM

ds® = g, (v)dxtdx”,

KOja mpejicTaB/ba reHepaJsusanujy [lutaropune teopeme. OBie cy x* KoopawHaTe MpBE
Tauke, ¥ 4 dr” koopamHare apyre Tauke, ds je pacrojame u3Mely mux, a g¢,.(r) je
T3B. METPHUYKH TEH30D, KOjU IPEIU3npa KaKO Ce padyHa pacTOjarbe, U 3aBUCU y ONIITEM
caydajy of Tauke x. MeTpuuku TeH30p HOCW WHGOPMAIHjYy O CBUM pacTojamuMa Mehy
TauyKaMa MHOTOCTPYKOCTH, W TMPEJCTaB/ha OCHOBHY BEJUYNHY KOjOM Ce OIUCYje TPaBU-
TaruoHo 1moJbe. CurHarypa MeTpHYKOr TeH30pa je mcTa Kao curaarypa Minkowskijese
merpuke, diag(+,—, —, —). 3axBabyjyhiu oBOoMe, y CBakoj Tauku IPOCTOPBPEMEHA IIO-
CTOj¥ KOODAMHATHU CHCTEM Y KOMe je ¢, (T) = 1), TITO je moTpebaH ycJ0B 33 IPUHIMHII
e€KBUBAJIEHITH]€.

Y3 oMol MeTpuke MOry ce KOHCTpyucaru T3B. Koeduiujentu KoHekcuje, npeko Chri-
stoffelose opmyite:

1
F)\W - 59)\/) (OuGvp + Ougup — OpGpuw) -

OBz je g’ WHBEP3HM METPUYKHM TEH30p, a O, NAPIMjaJHH U3BOJ IO KOODIMHATH T'.
KoedunujenTn KoHEKCHje HUCY T€H30DH, aJli UMajy BeoMa BaKHY VJIOTY jep ONHUCYjy Ta-
paJIeJIHO TTOMeparbe BEKTOpa W3 jeJHe TadykKe y JPYTY TadKy, OJHOCHO Hajy aedUHUIU]Y
KOHIIENTa Mapae;THOCTH Ha KPUBOj MHorocTpykocTu. Ilopen Tora, koedunujeHTn KOHEK-
cuje yyaze y aepWHUIN]Y KOBAPUjaHTHOT M3BOJIA:

V0" (x) = 00" (x) + I'V p0° ().

3a pasnuky of J, KOju HapylllaBa T€H30PCKM KapaKTep BeJUYuHe HA KOjy Jenyje, Ko-
BapHWjaHTHU W3BOJ TEH30pa OCTaje TeH30p. 10 je TmocjieauIia HeTEH30PCKOT KapaKTepa
KoHekcuje I, KOju ce KOMOMHYje ca HETEH30PCKHM KAPAKTEPOM NAapIHjaJHOT H3BOJA
0, TaKo Ja KOBApHjaHTHU U3BOJ TeH30pa mnak Oyne Tenzop. Cem Tora, 3axBaspyjyhn He-
TEH30PCKOM 3aKOHY TpaHc(hOpMaliyje KOHEKCHje, Y CBAKOj TAYKH IIPOCTOPBPEMEHa IIOCTOj
KOOD/IMHATHY CHCTEM y KOME, OCHM IITO j€ ¢, = 7., Baxu u [, = 0. Takas koopau-
HATHU CUCTEM 30Be Ce JIOKAJIHO HHEPIIH]jaJIHH, OJHOCHO c/J1000/1HO 11aajyhn koopaunaTau
CHUCTEM.

Kopucrehu koedurujente KoHekcuje MoKeMO KOHCTpyucaTu RiemannoB TeH30p Kpu-
BUHE:

Rty = O\, = 0T\ + TH oI, — TV ) 177 )

Tenzop kpuBHHE Ca/IPKKU KOMILIETHY MH(MOPMAIIU]y O 3aKPUB/bEHOCTH IIPOCTOPBPEMEHA, U
HHTePIIPeTHPa ce Kao TeH30D jadrHe IPaBUTAIMOHOT 110Jba, Kao MITO HIP. [}, IpeicTaBiba
TeH30p jaunHe eJeKTpoMarHeTHOT nosba. [Ipeko mera ce jomr yBoge RiccijeB Tensop, 1R, =
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R/\Mw U CKaJlapHa KpuBuWHa, R = R’\“Au. RiemannoB TeH3op KpuBuHE je, Kao IITO C€
BUJIY, HeJIMHeApHa (DYHKIMja METPUYKOT TEH30Pa U HerOBUX MPBUX M JIPYTUX U3BOJA 110
KOODJIUHATAMA.

CBe oBe BeJIMUKMHE UMajy Pa3HOpa3He 0coOmHe, Mel)ycOOHO Cy Be3aHe pa3HUM UIEHTUTE-
THMa, W IPEJICTaB/hajy MpeJIMeT u3ydaBama audepeHiyjaane reomerpuje. Mu ce nehemo
IPEeBUIIe yIYIITaTH y CBE TO, aJii NeMO Ha OBOM MeCTY CIIOMEeHyTH JiBa pe3y/rara. [IpsBu
je m3B. BianchijeB ujenturer:

VARPU;W + VVRPU)\;L + V,uRpaz/)\ = 07

U3 KOTa KOHTPaKIUjaMa p = [i, 0 = \ CJIeJIu:
IV
Vil RY — 59 "R | =0. (1.1)

pyru je ujeHTUTET 338 KOHTPAKIU]y KoedullnjeHaTa KOHEKCHje:

F“,\M:&\ln\/— s (12)

rze je g = det[g,,] AeTepMUHAHTa METPUYKOT TEH30DA.

Pazyme ce, mpBH KOpak y KOHCTPYKIHjU TeOpHUje I'PABUTAIMOHOT TOJbA MPEJICTABIhA
MOCTYJIUpaIbe JIejCTBa KOJUM Ce ONHUCYyje TUHAMUKA I'PABUTAIMOHOT I0Jha, W U3 KOTa Ba-
pHjallMOHUM IPUHIMIIOM CJieJie ojropapajyhe jeanauunne guHamuke. JlejcTBo cio000HOT
EinsteinoBor rpaBUTAIIMOHOT 110/ha MOCTYJIMPA CE KAO:

1

56 = ~Tenc

d*r /—gR, (1.3)

U BapupameM 110 MeTpuiu cjeje EinsteinoBe jegHauune cj000HOT IPABUTAIMOHOT TOJbA!

1
Rl“’ — §gNVR =0. (14)
OBo je cucteM of1 JeceT HeTUHeAPHUX MAPIUjaTHUX AudepeHIHjaTHuX je JHaYuHA IPYror

pelia IO JeceT HeNo3HATHX bYHKIHja g, ().

1.3 Yecrturia y rpaBuTanuoOHOM I10JbY

Pasmorpumo caja craHgapHU TPUCTYI KPETamy jeJHe YeCTHIle y TPABUTAIMOHOM
nosby. [lpe cBera, npuvernmo jaa jeina decTuna (CTaHAAPAHO MOCMATPAHO) 10 CBOjOj
HPUPOJYU HHjE I0JbE, 113, MTPUCTYIIAMO KOHCTPYKIMju ~XubpujHe” Teopuje rpaBUTAIMOHOT
10/ba W TAYKACTE YECTHUIIE.

VY crenujasHOj TEOPHUjU PEJATHUBHOCTH MOCTYJIUPA Ce JE€jCTBO TAYKACTE YECTHIE Kao:

w v
S:m/ds:m/dT UW%%,
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rie ce ca z obesiexkaBa 10JI0¥Kaj 4eCTHulle, a M je meHa Maca. Bapupamewm jejcTBa g00u-
jajy ce jeaHauMHe KpeTara YeCTHIle, W FbUXOBO OIIITE peleme je npapa juauja. Cana,
KOpUCTeNu MpHHITHI €KBHBAJICHI[Hje KYILIYjeMO YeCTHILY Ca CIOJhAIlFbUM I'DABUTAIIMOHUM
OJBEM TIOCTYIUpajyhu mejcTBo:

dz“ dzv
S =- d'z /= R+m/d¢ (2)————. 1.5
16 167G G ( dT dr (1.5)
Bapupamem 0BOr JigjcTBa 110 2 106HjaMo reojie3ujcKy jeanaduny (y K0joj cMO CTaHIAPIHO
uzabpanu 1a 6yae T = s),
d?z+ dz" dz°
+rt,,———=0,
ds P ds ds
JIOK BapupameM 10 g, Jobujamo Einsteinose jemnaunne

1
R, — §9WR 8nG Ty,

¢a TaYKaCTOM YECTUIOM KA0 M3BOPOM I'DABHTAIMOHOL IOJbA!
dztdz" 1
T :m/ds —— Wz — 2(s)). (1.6)

CrnioMeHuMO OBJIe YCIIYT U HeKe HeJOCTATKe OBAKBOT MPUCTYIA. ~ XUOPUIHOCT  TeopHje
ce OorJieJla Y YUILEHUIU Ja je KOOPAWHATA UCTOBPEMEHO W Bapujabjia U mapaMerap y Teo-
puju. Bapujabiia je kaja ce pa3marpa MoJI0xKaj YeCTuIle, J0K (DUTYypHIle u Kao mapamMerap
y MeTpuIu g,,, Koja je Takohe sapujabia. [abe, reonesujcko Kperame 4ecTHIle je mpak-
TUYHO TIOCTYJIMPAHO, HAa OCHOBY TOCTYJaTa O TMPABOJUHUjCKOM KpeTamy W3 CIIelyjaTHe
Teopuje PeaTUBHOCTH, U IPUHIMIA ekBuBaJsieHuje. Konauno, EinsteinoBe jegnadwnne 1mo-
Jha Ca TAYKACTOM MATEPHjOM KAa0 M3BOPOM MMAajy 3a pelllermhe reOMeTpHUjy IpHE pyle OKO
Te TaukacTe dectuie. OBO je HE3TOMHO, jep je TauKa Koja NMpeICTaB/ba I0JIOXKA] YeCTHIIE
CHUHTYJIapHA, 113 HUje JACHO KaKO y TOj TAYKU M3PAUyHATH METPUYKU TEH30p Koju (ury-
pHUIlle y jeITHAYNHU KpeTama vdecTure. JIpyruMm pedmma, reoMeTpuja y KOjOj je IPUCYTHA
I[pHA, pyNa HeMa Te0/Ie3MjCKy JUHUJY IYK Koje OM ce KpeTao CHHTYJIapUTET.

HamomenuMo u To 1a 0BO HUje jeJMHM HAUWH Ja ce 3aJa JiejcTBO dectuie. Moxke ce,
HamMe, Y OKBUDY CIIeNHjaJTHe PeJIATUBHOCTU W3abpaTH /1ejCTBO

m dz* dz
5= 5/6” T g

KOje ce UCTOBETHOM apryMeHTaquOM KYIJIyje ca IpaBUTAIMjOM TaKo Ja Jaje:

S ! \/—R+ dr g () 2
= T T g (2)————.
16 167G . dr dr
Ogo zejcrBo (y3 u360p 7 = S) Jaje UCTe jeJHAUNHE KPeTama 33 YeCTHIly U IPABUTAIIUOHO
110Jb€ ¥ UCTHU U3Pa3 3a TEH30P eHePIHje—MMIIyJICA YeCTHUIE Ka0 U OHO KOje CMO MaJIolpe pa3-
MarpaJu. Hemocramu koje cMo komeHTapucau cy Takohe ucru. OHO IITO je PasjimduTo
je uMIbeHuIa J1a OBO JIejCTBO HEMA pelapamMerpu3anuony cumerpujy 7 — 7' = f(7), u ga
je nmosmHoMujaaHo. [loMHOMMjaTHOCT yMHOIOME OJIaKIIaBa pa3MaTpalbe KBAaHTH3AIH]e
qecTuIle, u 300r TOra ce y JUTepaTypHd YecTO MOJIa3U yIPaBO O Hhera.
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1.4 CrpyHa y rpaBUTAIluOHOM TIOJbY

Y KJIaCcUYHOj MEXaHUIMA Ce YeCTHIA 3aMUIL/ba Kao 0e3aUMEeH3NOHN, TaAYKaCT 00jekar,
KOjU ce OIHUCYyje TOJIOXKajeM, Tj. KOOpJAMHATaMa TadyKe y KOjOj ce HaJla3du, U €HEePrHujoM
mupoBama (1j. macom), m. Kako nporuve Bpeme, dectuna ce kpelie Kpo3 mpocTop, Imro
ce Ha IPOCTOPBPEMEHCKOM JdjarpaMy BHIM Kao JWHHjaZ, KOja ce 30Be CBeTCKa JIMHMU)a
4eCcTHUlle.

Teopuja crpyna ce 6a3upa Ha UJIEjU /18 C€ YECTUIA KAO TAYKACT eJIeMeHTapHH 00jeKaT
3aMeHU CTPYHOM, jeTHOAMMEH3UOHATHUM 00jekToM. CTpyHaA Ce OIHUCYje CBOJUM IIOJIOXKA-
jeM, Tj. CKyIOM KOOPJ/IMHATa CBUX TayakKa y KOjUMa ce HaJjia3u, U T3B. TeH3ujoM, 1, Koja
0JIl'0Bapa IOJY2KHO] I'yCcTuHU eHepruje crpyHe. Kako nmporuue Bpeme, crpyHa ce kpehe
KPO3 IIPOCTOP, IITO Ce Ha IPOCTOPBPEMEHCKOM JIjarpaMy BHJIM Kao IIOBPIIS, KOja ce 30Be
cercka nospii crpyre. [lo anasoruju ca yectunom, nocryiupa ce [1, 2] na ce caobomna
cTpyHa Kpehe 1o ekcrpeMaJsinoj mytamu y MinkowskijeBoM mpocTopBpeMeHy, Tj. IMOCTY-
supa ce 138. Nambu-GotooBo jiejcTBo

Dz D2V
S:T/M d2§\/—_~y:T/M d2¢ \/—det ("“”a_;a_;)’

U W3BOJM Ce jeJHAYMHA KpeTama 3a CrpyHy. Peleme 0oBe jejiHaYMHE KpeTama je JBO-
JIMMEH3UOHATHA MHOTOCTPYKOCT, Mo, Tj. MOBpII 3ajaTa IMapaMeTapcKuM jeHAYnHAMA
ot = 21(£%), rae cy €0 u £! napamerpu koju npebpojasajy Tauke Ha moj. Minkowskijesom
METPHUKOM 1), Ce Ha IOBPIIN HHIYKYje MeTPHKa

”w v
Yab =1 y—az 9= : v = det [Ya) ,
" 0ga Ogb

Koja (purypuiie y jiejcTBy.

OBaxkBoO /€jCTBO je IpUPOHA IeHepau3alyja JAejcTBA 33 TavuKacTy decTuily. Hamwme,
3aXTeB Ja BapHujalldja JejcTBa decTuile Oyje jelHaKa HYJIU 3alpaBO IIPEJICTaB/ha 3aXTEB
Ja ce decTuna kpehe 1o JIMHUjU e€KCTpeMaJiHe AyKUHE, jep je J1ejCTBO MPOIOPIUOHAJIHO
Toj ny:KuWHU. Ko cTpyHe ce 3ajaje /1ejCTBO KOje je TPONMOPIIMOHAIHO TMOBPIIUHU CBET-
CcKe TIOBPINM MO KOjoj ce Kpehe cTpyHa, ma je 3aXTeB Ja Bapujanuja JejcTBa Oyae HyJa
eKBUBaJIEHTAH 3aXTEBY Jia je TMOBPINWHA CBETCKE MOBPIIH eKCTpeMajHa. Y TOM CMUCITY
ce Ha ojpeheH reOMeTPUjCKM, HHTYUTUBAH HAYMH 33/1aje JUHAMHUKA CJI000/HEe CTPYyHE II0
AHAJIOTHjU €A YECTHIIOM.

Kopunihemem nmpuHIMIA €KBUBAJEHIMje, MOXKe Ce Pa3sMaTpaTd U KpPeTarme CTPyHe y
IPaBUTAIMOHOM TI0JbY. Il OB ce cBe MOCTY/IMpa CJAUYHO KA0 KOJ YECTHUIIE, UMME TO0JIA3UMO

20Ba nuuuja zHuje 6mwio kaksa, Beh Mopa cehin CBAKy IMPOCTOPHY XHUIIEPIOBPII TAYHO JEJAHIIYT, jep ce
YeCTHUIA Y CBAKOM TPEHYTKY HAJIA3W y TA4HO jeJHO] Tauku mnpocropa. OBo mamely ocrasor 3nauwm ga je
JIMHUja jesHa OECKOHAYHA jeJIHOAMMEH3MOHAIHA MHOIOCTPYKOCT, M.

30Ba moBpm Takobe Huje 6mI0 Kakpa, Beh m oHA MoOpa cehnm CBAKy HPOCTOPHY XUIIEPIIOBPII TATHO
jelaHIyT, jep ce CTPyHA y CBAKOM TPEHYTKY HaJIa3d Ha TAYHO jeIHO]j JIUHUjU (IO MPETHOCTABIY KOHAYHE
nyxune) y npoctopy. OBO 3HaUM na je moBpm jemHa GeCKOHAYHA JBOIMMEH3WOHAJHA MHOTOCTPYKOCT,

Ma.
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J10 JejcTBa ' xubpuHe” Teopuje:

B 4 Ozr Oz¥
S =— 16G dx\/_R—l—T/ d2§\/—det(gw(2)a—€aa§b>

BapupameMm Mo MeTpUYKOM TeH30py MOHOBO mAoOmjaMo EinsteinoBe jemnauwne, mpu demy
ca/la Ha JIeCHO] cTpaHu (purypwuine TeH30p €Hepruje—uMIIyJICa CTPYHE:

02" 02" 1
06 08P \/—g

(OBze je cama Y, MeTPHYKH TeH30D CTPYHe MHAYKOBAH METPHKOM ¢, (z2).) Bapupame
JejcTBa WO 2z je MehyTum MaJsio 3aHMMJBUBHje, I1a T'a padyHAMO JAeTasbHHje. YBomehwm

T =T /M T 5O (z — 2(€)).

ed
ozHaky ul & 3a reHepaJjiucane Op3uHe Tj. TAHT€HTHE BEKTOpE, HUMaMO:

z
o
1
08 =T / d2§§x/—w‘“’ {(59,“/) Up Uy +29W1L55UZ}
Mo
= T/ A\ ny /=Y g ulozt +
oM

+T /M d*¢ {\/—WabUZ’uz'F H oG — agb (V=" gwu“)} 62",

BaxTeB 0S5 = (0 3aTUM J1aje jeTHAYNHY KpPeTamba:

0
0@

(V=) + =y ubu I, = 0. (1.7)
¥ TDAHUYHH YCJIOB:

V=P udng = 0. (1.8)

OMa

OBge je mp BEKTOp HOpMaJie Ha TPAHUIy TOAMHOrOCTpyKocTH, OMs. Bynyhu na je ta
TPAaHUIA je THOIMMEH3MOHAIHA MHOTOCTPYKOCT, MOXKEMO JIa je OMUIIEMO TapaMeTapCKuM
jemnaumnama obauka £ = £%(\) rae je A mapamerap Koju mpebpojaBa Tauke Ha TDAHUIH.
Tana je BekTOp HOpMaJie Ny, JePUHUCAH KAO:

e

ny = 5[;55.

3a gerasbe W JI0Ka3 y N AMMEH3Uja BUAETH J0JaTaK b.

[TpokomenTapuiumo cajia ope pesyarare. [IpBo, ojaBa rpaHUYHUX YCJI0BA je KapaK-
TEPUCTUKA CTPYHE, Tj. YUIbEHUIIE /A IbeHY TPAjeKTOPHU]Y OIHUCY]eMO JIBOIUMEH3UOHAJTHOM
MHOTOCTpyKomhy M. Hamme, crpyHa y gaToMm TpeHYyTKy MOKe OUTH OTBOpEHA WU
3aTBOpeHa. AKO je OTBOpeHa, ca IPOTOKOM BpeMeHa HheHU KpajeBu ce kpehy mo asema
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JIMHUjaMa Ha MPOCTOPBPEMEHCKOM JMjarpamy, W Te JIB€ JIMHWje MPeACTaB/bajy T'DAHUILY
0M 5 cBeTCKe TOBPINU CTPYHE, Ha KOjO] MOpajy OMTH 3a10BOJbEHU MOPHU yCJIOBHU. [IpuTom
HapaBHO IIPETIIOCTAaB/baMO JIa Cy KpPajeBU CTPYHE CJIO0OIHU. YKOJHMKO je CTPyHA CBOjUM
KpajeBUMa 3aKadyeHa 3a HEIITO, OHJA e MOpa y3eTu y 003up JUHAMHUKA TOT ~Heder’ u
MHTEPAKIINja Ca CTPYHOM, Tj. MOpPa ce MOAUMDUKOBATH JI€jCTBO. Y TOM CIy4ajy I'PAHUIHU
YCJIOBM HE MOpajy OUTHU 33/10BOJbEHU, aJId TO BUIIE HUJE CJIy4da]j CJI000/(HE CTPYHE, 11a I'a He
pazmarpamo. Ca jpyre cTrpane, ako je CTpyHa 3aTBOPEHA, KpajeBa HeMa, 1a je CAMUM TUM
u rpanuna OMy = (). YV cayuajy decTune HECMO MMaJd OBaKBY CHTYAIMjy, H TO IPOCTO
300r TOra INTO je CBETCKA JIMHU]a YECTHIIE jeTHOIUMEH3MOHAIHA MHOTOCTpyKocT, My, 1a
je meHa rpanuna OM; y OmmTeM Cayvajy mpeicraB/beHa CKYIOM O JBe Tauke (Io4YeTak
u kpaj). Ho, momro je mo mpermoctaBum M, GeckoHadHa JHMHHjA, KpajeBa HeMa, Ta je
yBek OM; = ().

Hpyro, jennaunny (1.7) je moryhe s3amucatn manudectHo KoBapujantHo. Hamwve, Ha
CBETCKO] TIOBPINY (& ¥ HA CBETCKO] JINHUJH, Y CJIYyUajy YECTHIE) UMAMO JBE PA3TUIUTE T€0-
MeTpujcKe cTpyKType. OCUM NMPOCTOPBPEMEHCKHUX KOODJAWHATA, T, UMaMO ¥ KOODAMHATE
&, Koje ce TpaHCGOPMHUIILY Ka0 CKaJjiapy MpH ONIITUM TpaHcdopMmalmjama T KOOPIUHATA.
Taxkobhe, koopauHare T ce TpancOPMHUIILY KAa0 CKaJlapu IPU ONIITHM TpaHcdopmalujama
¢ koopaunara. U jejHe u jipyre KOOpJMHATE UMAjy CBOJy METPUKY, U T€ JIB€ METPUKE CY
MehycobHO ycaralieHne, y CMUCTY Jia je pacTojame u3Mely JBe OJIMCKe TauyKe Ha CBETCKO)]
MOBPIIIM PAYYHATO IMIOMONY je/He METpUKe jeTHAKO pAacTOojarby u3MeDy Te /Be HCTe TauKe
padyHaToM momohy apyre merpuke. OBa 0COOMHA je IOCJIEIUIA YUIHEHHIIE JIa CMO Me-
TPUKY Y4, HA CBETCKOj MOBPITH AeUHUCATN KAO WHIYKOBAHY METPUKOM MPOCTOPBPEMEHa,
Ju- OBaxBa cuTyanuja omoryhasa ysoheme ofrosapajyhux xoedunujenara KoHeKCHje U
OCTaJIAX II0jMOBA jiupepeHnrjaHe reoMmeTpuje, u Moryhe je neduHucaT TOTAJIHE KOBapH-
jauTHM w30z (y npasiy Junuje £%), V,, KOjU je MCTOBPEMEHO KOBADHMjaHTAH ¥ 3a jeJHY U
3a JApyry crpykTypy. KoHkperHo, ako mocmarpamo Beinauny v* koja ce Tpancdopmuiie
Ka0 BEKTOP U y OJiHOCY Ha audeomopdusmMe KoopauHaTa £ Uy oaHocy Ha jaudeomopdusme
KOODJIMHATA T, KOBAPMjAHTAH M3BOJ OBe BeJmunHe y mpasiy £ je:

Vo™ = Oy + I' v + F“Vpugva”, (19)

I7e CMO KOHeKcHjoM [, TIONpaBUIN JATHHCKA WHIEKC, a KoHekcujoM ['*,, mpocTOpBpe-
MeHCcKH uHAekc. OBako nedpWHUCAH KOBAPUjaHTHU W3BOJ, 33/I0BO/baBA YCJIOB METPUIHOCTH
3a 00e MeTpuKe:

Varch = 07 Vag,uzz - 07

u oMoryhasa HaMm na jeanaunny (1.7) mpenuimemo y MaHudECTHO KOBAPHjAHTHOM OBJIHKY:
YV qul = 0. (1.10)

Tpehe, ocum yecTuie u cTpyHe, MOTIYHO aHAJOTHO MOXKEMO MOCMATPATH W BUIIE/N-
MEeH3UOHaJIHEe 00jeKTe, MonyT MeMOpaHa, WM CACBUM YyoIlITe, p-OpaHa, y [-JIuMeH3HO-
HAJIHOM TPOCTOPBPeMeHy. Ba3udvHO 1/1e/1aH0, HA CJIMYAH HAYKWH Ce TIOCTYJINPA J€JCTBO KOje
Jlaje eKCTpeMaJTHY CBETCKY XHUIEPIIOBPII, a jeJHAaunHe KPeTamha U IPAHNIHE YCJIOBH H3TJIe-
J1ajy MpaKTHYHO MCTO KAO 3a CTPYHY, C THM JIa MHIEKCH «, b, C, . .. He Y3UMajy BPeJHOCTH
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Owul, Beh 0,1,2,...,p. Cem Tora, TOmoJIOrdja TPAHUIE ¥ TOM CJIy4ajy MOYXKE CBAKAKO
OUTH KOMILIMKOBAHM]a.

Hakon oBux KOMeHTapa, 3roJHO je OCBPHYTHU Ce U HAIPABUTHU NOpeherme Ca YeCTUIIOM.
Cse MambKaBOCTH ~XUOpHUIHE” TEOpHje YECTUIle ¥ IPAaBUTAIMOHOT 0/ha KOjeé CMO KOMEHTa-
pHCaJIM Y TIPETXOIHOM IOTJIaBJbY T0jaBJbYjy ce U OBze. KoopauHaTa je 'y OBOM CJIydajy
HMCTOBPEMEHO U lapaMeTap u Bapujadiia, KpeTame CTPpyHe 110 MUHUMAJIHO] IIOBPIIY je 110-
CTYJINPAHO, JOK I'DABUTAIMOHO II0Jb€ KOje Ce IeHepHIle OKO CTPYHEe, MaJja TO HUje TaKO
OYHIJIETHO KA0 Y CJIy4Yajy IpHE pylle, U OBJE MOCeyje CHHIYJIapuTeTe KOju ’KBape’ KOH-
3UCTEHTHOCT TeOopHuje.

Jlabe, ¥ KOJI CTPYHE ce Kao KOJI YeCTHIe MOXKe IMONU 0J1 MaJIo Jipyradujer JiejcTBa:

T ozt 0z
S:—/ d*¢ /—=hh%n,, ——_.
e M pga g7

2

OBo gejctBo ce 30Be PolyakovibeBo jiejcTBO, U MMa HU3 KapaKTEPHUCTUKA. Y IbeMYy ce
Merpuka hy, Ha My mocMaTpa Kao Bapujabsia y Teopuju. Bapupamem oBor aejcTBa 100u-
jajy ce jenHaumHe Kperama 3a 2 u hgy, Koje cy CIIperunyTe, Kao u 0O/iroBapajyhu rpaHuYHE
yciioBu. Ejnmvunanujom hg, u3 jejiHauMHa KpeTama 3a 2 j100ujajy ce ynpaBo jeHadYnHe
koje ciene u3 Nambu-Gotoosor gejcTBa, ma ce Kake ja Cy [€jCTBa KJIACHYHO €KBUBa-
JIHTHA. JeJHauMHa KpeTamwa 3a hg, NpUTOM ojipelyje Be3y Te MeTpuke ca MH/yKOBAHOM
METPHUKOM, Ygp-

Cumerpuja oBor jsejcrBa ce Takohe paziukyje ox Nambu-Gotoosor. Cem Tora Po-
lyakovibeBo [1€jCTBO je MOIMHOMUjAIHO IO TeHepaJUCaHUM Op3MHaMa ul, mMTO ra YUHU
3TOHUM 33 KBAHTU3AIU]y, TIa ce BeoMa decTo pasmarpa ymecto Nambu-Gotoosor.

1.5 Ilo/pa maTepuje y TpaBUTAIIMOHOM TOJBY

[Ipuponan HaUYWH J1a ce HAIIpaBW TeOPHja KOja CaJIpKU KaKO T'PABUTAIN]y TaKO W Ma-
TepHjy U IbUXOBY MHTEPAKIIHMjy je Jia ce pa3Marpajy mo/pa Marepdje. Taja ce NMHAMHKA,
TPaBUTAIMOHOT T10Jha ITPOCTOPBPEMEHA U MAaTEPHje KOja ce Y TheMy HaJla3u 3aJaje YKYITHOM
TYCTHHOM JIaTPDAHKWjaHa:

L= VTR VTGN (6, V6,0, ), (1.11)

IJie je IPBU 4JIaH JIarpaHKUjaH I'PABUTAIMOHOT 110Jba, a JPYI'M HPEJCTaB/ba 110/ba MaTe-
puje m mHTEpaknujy ca rpapurtanujoM. OBie He xkeauMo J1a (PUKCHPAMO HUjEIAH KOH-
kpetaH L), Beh pajauje 18 mocMaTpaMo OIIMITH CIy4Yaj ¥ JIa MOIPAa3yMeBaMoO J1a MOCeIyje
CBOjCcTBa KOja he Hac MHTEpPECOBATH.

Bapupamewm oBor JlarpanKujaHa 110 MeTPHIH ¢, Jobujamo Einsteinose jennadune 1mo-
Jba

1
R = 59 R = 87G T, (1.12)

r7e je
2 9

T, = —
" V=gogm

V=9Lwm (1.13)
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TEH30p eHepruje—uMIlyJjica 1mojba Marepuje. Einsteinose jejHaunne nokasyjy Kako MaTepuja
(necHa crpaHa jejiHAUYNHE) MCKPUBIBYje mpocTopBpeme (sieBa crpana). Meljyruwm, ucra je-
HAYMHA Jlaje PeCTPUKIIMje  Ha eBOJIyIujy came Marepuje. Haume, kopuctehu upeHTHTET
(1.1) Hasia3uMo Ja TEH30p €HepPruje—UMIyJICa MaTeprje Mopa OMTH KOBAPHjAHTHO OUyBaH:

v, T = 0. (1.14)

Jlakjie, MmaTepuja He MOXKe OUTH MOTIIYHO ITPOM3BOJbHA, Bell je MpUMOpaHa /13 €BOJIYUpPa, Y
ckirary ca ycaosom (1.14).

Hpyra nocieauna jeanaunne (1.12) norude ox 0cobMHE CUMETPUYHOCTH METPHYKOLD
Tensopa u RiccijeBor Tensopa I?,,. Hanme, momro je jeBa cTpaHa jeJHauYnHE CHMETPUYHA
y OTHOCY Ha 3aMeHy MeCTa WHIEKCHMa, TAKBa MOpa OUTH U JeCHA CTPAaHA, OTHOCHO:

T = T (1.15)

OBo je Takohe ycI0B KOju MaTepuja MOpa MCIYHABATH.

Je/iHa WHTEpecaHTHA OCOOMHA IPUCTYIIA YHCTE TEOpHje I0Jba je Ja ce He OCjama Ha
IPUHIUII eKBUBaJeHnuje. 3aucra, nocryaupameM (1.11) Hurme ce HUCMO TO3BATH HA
NPUHIUI €KBUBAJIEHIINje, W IITABUIINE OH MOXKe OUTH €KCIUIUIUTHO HAPYIIEH y TEOPHjH.
Pazywme ce, y cTanmapaauM cuTyarujaMa MU 3aIIpaBO YKeJTUMO 7@ YTPAIUMO OBAj TPUHIIHTL
y TEOpHjy, U TO Ce HajJaKIne W3BOJIN 3aJlaBaheM JIarpaH:KHjaHa MaTepuje y CIelyjaaHo)]
TEOpHUjU PEJATUBHOCTH, a 3aTUM H€TOBUM YONIITAaBAkeM T3B. MHHHMAJTHOM 3aMEHOM:

Nw — g;w(x)v au - v,ua EM(d)a a¢7 77) - \/__QEM(¢7 V¢7 g)

OBaxkBo yomImnTaBambe JarpaHKujaHa MaTepuje TapaHTyje /1a ce Y JOKAJTHO WHEPIIH]aJTHOM
KOODAMHATHOM cHCTeMy (KOjH MOCTOjU My KOMe je g, (x) = n,, u I, = 0), yonmrenu
JlarpaHXKHWjaH MaTepuje CBOIM Ha OHAj W3 ClelujaJiHe Teopuje pejaaruBHocTH. Ho Bpean
HAIJIACHTHU JIa Ce MaTepuja MOXKe KYILJIOBATH Ca TI'PABUTANMjOM M HA KOMILIMKOBAHU)U
HAYWH, ¥ TO TAKO Ja He Oyjie 3a/0BO/beH IPUHIUII €KBUBAJICHIU]e, a /13 YKYIIHA TeOpuja u
nasbe Oyle KousucrenTHa. Jlarpamxujan (1.11) obyxsara u Ty MOryliHOCT U IIpeCTaB/bA
OTIIIITU CJy4Ya] Teopuje Koja caiap:ku EinsteinoBy rpaBuTaiiujy u MaTepu;jy.

OBuMe CMO 3aBPINWIN TIPerjie] ’XuOpUIHUX TeopHhja U MOKa3aJ M OCHOBHE TIOCTAaBKe
"qucTe” Teopuje mMosba MaTepHuje y KpuBoM mpoctopy. Cala mpeaasuMo Ha peaTu3aliu]y
njeje a Cy 4ecTHIle ~HalpaB/beHe” O] M0/ha MaTephje Kao KMHK-pellema, u J1a je edek-
THBHO KpeTame TaKBUX KMHKOBA y OCHOBW 3ajaro jarpamxkujanom (1.11). Kaxko ce tn
KWHKOBY T€HEPAJIHO OTNCYjy M KaKO Ce W OJaKJie M3Boje oarorapajyhe edexTuBHe jeaHa-
YUHEe KPeTarma MPEeJICTaB/ha MPEIMET HAPEIHE TJIaBe.



I'maBa 2

KPETAIbE KIHKOBA

2.1 YBona

Kao mTo je MexaHuKa je/iHe 4ecTHIE TeK IIPBU KOPaK y pa3Bojy [0 oiropapajyhe te-
opuje moJba, TAKO C€ W Yy TEOPUjU CTPYHA eJieMeHTapHU o0jekar Hajupe KBaHTyje (T3B.
IpBa KBAHTHU3AIM]a), [la ce 3aTuM ojarosapajyha tasacua GbyHKIUja PEHHTEPIPETUPA KAO
KJIACUYHO T0Jhe, KOje Ce 3aTUM MOHOBO KBaHTYyje (Ipyra KBaHTH3aluja). JeaHa KOHIEM-
TyaJIHA Pa3jIuKa u3Mely 4JecTulle W CTpyHe CACTOjU Ce Ipe CBera y TOMe IITO Ce, OMUCHO
pedeHo, ¢da3Hu MPOCTOP YECTHUIE CACTOjU OJ] KOOPAUHATA U MMILYJICA, TOK ce (ba3Hu mpo-
CTOD CTPYHE CACTOjU OJi KOOPAMHATA U MMILYJICA (E-EHOT IEHTPA Mace), ajii ¥ O IOJATHUX
rnapamMeTapa Koju OIKCY]y MOJIOBe ociiuioBama. byayhu na dpazuu mpocrop crpyhe 300r
Tora uMma Behy aumeHn3ujy o ojarosapajyher npocropa decruiie, orBapa ce MOryhHocT ja
ce YHYTPAIby apaMeTPH KOju PA3JIMKYjy eJIeMEeHTapHe YeCTHIe TPOTyMade Kao Pa3Jiv-
YUTHA MOJIOBH OCITH/IOBAIHA jeJIHE Te UCTe CTPYHE, IITO je Ujleja BOIN/ha BETUKOT YjeIUmHEeha
¥ Teopuje CBera.

Hakon kBaHTH3aluje 3aTBOpeHe CTPYHe, HAjHMKHU, O€3MaceHH CIIEKTap TEOpHje ca-
JIp’KU KBAHTHA CTalba KOja ce HAKOH Mpeacka Ha KJACUYHY TEOPH]y MOJha CTPYHA PEMH-
TepIpPeTUpajy Kao I'PABUTAIUOHO T0Jbe ¢, (), Kalb-RamondoBo anTucuMerpudno mospe
B, (x) n munaroncko nose P(z). da 6u ce Gosbe mcrmranse ocobMHE TEOpHje M MMAO
00J/b¥W yBUJI Y Hb€HY CTPYKTYPY, OJ 3HAa4Yaja je KOHCTPYUCATH ~XUOPHUIHY TEOPHUjy jeaHe
cTpyHe Koja ce kpehe y crnospammsuM mMo/buMa HACTAJIUM OJ, OCTAJIUX CTPYHA, & Koja ce y
HUCKOEHEPTeTCKOM CEKTOPY CBOJIE yIIPABO HA OBAa TPH 1OJba. 300T CBOje MOJTUHOMUjAJIHE
CTPYKType Koja omoryhasa JiakIly KBaHTH3allu]y, pa3marpa ce mexanuka Polyakovibese
crpyHe, u (y HeZoCTaTKy 0OJbEr METO/[a) HOCTY/IMpa, ce ” XMOPUAHO” JejCTBO KOje omucyje
IbeHO KpeTame y IobUMa ¢, By, n O:

ab

1 €
S = T/ d*¢ v/ —h {(—h“bg J(x) + —=B l,(x))
Mo 2 g Vv —h g
OBze je €® nBopnmensuonasnuu anrucumerpuann Levi-Civita cumGoi, a R®) je ckanapua
KpuBuHA Ha My nu3pauynara nomohy merpuke h,,. Vlako nocroje n3BecHu apryMeHTH KOjU
TOBOpE Yy TIPUJIOT OBAKBOT JI€jCTBA, YHELEHUIIA j€ /1A j€ OHO UIIAK MOCTYJIUPAHO (MOXKe ce 4ak

0zF 0z

8—5“8—8’ + ‘I)(ZL')R(2) . (2.1)

11
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pelin nonekse ad-hoc), u To Kao yncra Teopujcka renepanusanuja, 6e3 UKaAKBe CyrecTuje
Koja Om J01a3uia U3 eKCIepUMEHTAJHUX NojaTaka. llpurom, mospe g, MMa WHTepIpe-
Talljy MeTpHKe CIOJballllbel IPOCTOPBPEeMeHa, JOK noJjba B, n ® HeMajy reoMeTpHujcKy
HHTEpIpeTanujy. AHaju3a OBOr JIjCTBA W jeIHAYMHA KpeTama KOjeé OHO PEeImpoayKyje,
MehyTuMm, cyrepuime jia oBa I0/ha MOXK/Ia UIIAK UMa]y HEKe Be3e ca TeOMeTPHjOM IIPOCTOP-
sBpemena, u To Kalb-Ramondoso noswe B, ca TopsujoM, a nunaTon ¢ ca Hemerpuanomhy.

OBakBa cHUTyalldja Cyrepulle jJa 0u OWJI0 3aHUMJBUBO Pa3MOTPUTH KAKO Ce 3aIlpPaBo
eKcTeHupaHn objekar (momyT cTpyHe) Kpehe y mpocTopBpeMeny onmire reoMerpuje, Koje
CaJp’K¥ KaKO KPUBUHY, TaKO W TOp3ujy (ma yak u Hemerpuvnoct). OAroBop Ha OBO NH-
Tarbe Ce MOKe JOOMTH y OKBHpHMa Teopuje mosba. (OCHOBHA Hjieja CACTOjU Ce Y TOME
Ja ce vecruna (WM CTPyHA) He IocMaTpa Kao (pyHJaMeHTasaH, eJleMeHTapaH 06jeKar
y teopuju, Beh ga cy dyHmameHTasHa camo 1oJpa, JOK Ce YeCTUIA ¥/WIM eKCTeHI¥-
panu obOjekTu “mpaBe”’ OJ TUX 10J/ba, ¥ TO KAO T3B. KHHK DENIEHAa, Tj. Kao CTaOWUJIHE,
JIOKaJIM30BaHe CTPyKType oxapehenor ”obsmka” u ocobwHa. Taja ce MOry MCKOPHCTHTH
jenHaunHe KpeTama 1oJba (Koje cy dyHIaMeHTa/He Y TeOPUjH), U MPEJABUIETH eBOIYIHja
TakBUX OOjekaTa. YKOJHUKO C€ WCIIOCTABU Jla Cy OHM CTAOMJIHM TOKOM ojpeheHor mepu-
0/1a BpeMeHa u 1o/j| oJpeheHnM yCJIOBHMA, MOYXKE C€ TOBOPUTH O HbUXOBOM KDETAMY, W U3
Je/IHAYMHA 110/ba U3BECTH HUXOBE e(DEKTHBHE je[HAYHHE KPETAHbA.

OBakaB HPHUCTYI JaKJe TOBOPH O UYECTHUIIM WU CTPYHU KAO CJIOKEHOM OOJEeKTY, a
HEe eJIEeMEHTAPHOM, W FherOBe jeIHaUMHe KpeTama ce He TOoCTyaupajy, Beh ce mzBome u3
(onmrujux) jemnaunna nosba'. OBO 3HauM Ja ce jeJHAYMHE KDETama CTPYHE y CIOJba-
[IEEM TIIPOCTOPBPEMEHY YHja T€OMETPUja CAIPKKU KPUBUHY W TOP3H]jy (U €BEHTYAJHO He-
METPUYHOCT) MOI'Y ¥ OKBHDY TEOPHje 110Jba 106uTH 6e3 J0JaTHUX HPETIIOCTABKA O KpeTa-
wy crpyHe y MinkowskijeBom mpocropBpemMeny, ma 4ak u 6e3 HPUHIUIIE €KBUBAJIEHIIH]E.
Tuwme ce noctuke HU3 pesyiarara. Haume, MajiteHe CBU HelOCTAIM ~XUOpUIHUX ' TeOpuja
OWBajy YKJIOIE€HH, OpOj IOCTyJIaTa ce cMambyje, OmmTocT mosehaBa, a mpuUTOM ce joIr u
pesyaryjyhe jeqnaunne Kperarma MOTY YIOPEIUTH Ca OHMMA Koje cy nocryjupane y (2.1),
U THMe IOTBPJIUTH TeOMeTpHjcKa Be3a u3Melhy nospa B, u ® u Top3uje 1 HeMeTPHIHOCTH
npocropspemena. HapaBHo, MoXke ce U JIeCUTH /I je/IHAYMHE KpeTaha Oy/1y pas3/iudure u
Jla ce HUKAKBa Be3a He MOYKe YCIOCTaBUTH, TMTO O OMO pe3y/aTaT Koju Ou T0BEO Y MUTAHEe
ocHoBaHOCT TocTynara (2.1) 3a mejcrBo cTpyHe.

Y cBakoM cJiy4ajy, UCTPaKUBakbe Y OBOM cMepy Ou Jiaji0 3anuM/buBe pesyarare. Ho,
Oyayhu s1a je oBakaB MPUCTYT HETPUBHjaJIaH KAKO TEXHUYKU TAKO W KOHIENTYAJJHO, OTpa-
HUYaBaAMO C€ Ha reoMeTpujy 0e3 Top3uje W HEMETPUYHOCTH, TITO Ce CBOJAW HA Pernpojy-
KOBam€e MO3HATUX jeJHAYMHA KPeTama 33 YEeCTHIy Y KPUBOM IIPOCTOPY W YONIITABAIHE
OCTYIIKa FbUXOBOI J00Mjara Ha eKCTeHAupaHe objekTe, mpe cBera Ha cTrpyHy. Onrosa-
pajyha anasusa y KpuMBOM IPOCTOPY €a TOP3HUjoM (& KAaCHWje ¥ HeMeTpudHOIIhy) mpej-
CTaBJha HapeJ/IHe KOpaKe, Koje y OBOM pajty HeheMo pa3marparu.

Kpenumo nakie peaom, oJ HajjeJHOCTaBHHjEr CJIydaja YeCTUIle, KOJU je aHAJIU3UpaAH

1CBakaxo, y TOj CHTyaIuju ce Te jeJHaYHHE M0Jba 3aIIPABO IIOCTYINPA]Y, 118 ¢ Ha IPBH IIOrJIe] He BUIT
HEKYV CMUCJIeHU TOMAaK y O6pojy mocrynara. MehyTum, kako hemo y HaCTaBKy TEKCTa MOKa3aTH, e(DEKTUBHE
jeIHAYMHE KPeTamha KUHKOBA, IPAKTHYHO YOIIIITe HE 3aBHCE O KOHKPETHOr ODJIMKA jeJHAYMHA JUHAMUKE
oJba, Bell ciene u3 KOBapUjaHTHOr 3aKOHA OPKAha TEH30PA €HEPIrUje—KMMIIYJICa MATepHuje.
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JOII y BpeMe 3aCHHMBAarha OIIIITE TEOPHje PEeJATUBHOCTH U y JI0OPOj MepU pelleH Kpajem
IpBeE IIOJIOBUHE IIPOHIJIOT BEKA.

2.2 Yectumna

Jemoncrpupajmo Papapetrouos meton [13] u3Bobherba epeKTHBHUX jeTHAUNHA KpeTamba
TAYKACTOI KMHKA Y CIIOJbAIllIbeM I'PABUTAIMOHOM M0Jby. IIpuTom, meTon hemo npenucaru
kopucrehu dbopmanuszam passoja no ussoguma Diracose d dbyukimje (Buan momarak A),
U npukaszaheMo ra Kao aJirOpuTaM 3a padyHarbe je/lHaYMHa KpeTama KOjH Ce MOXKe yo-
MIITUTH HA eKCTeHIupaHue objexTe.

EdekTuBHe jeqHaunHe KpeTama ce u3BOJe y ABa Kopaka. Kao mpBu Kopak, HEOIIX0ITHO
je aHaJIM3UpaTH TEH30p eHepruje—uMILyJica Mmarepuje 1" Koju ce j100uja u3 JJarpaHKujaHa
(1.11) momohy nedununuone jennaunue (1.13), u crmenujasHo pasMOTPUTH KaKaB OOJUK
OH MOKe UMAaTH 32 J00PO JIOKAJTN30BAHO KUHK-PEIIehe KOjUM OMHUCYjeMO YeCTHuIly. JacHo,
OBJIe je OCHOBHA TPETIIOCTABKa Jla jeTHaunHe KpeTarha MoJ/ba MaTepuje Koje ce mobujajy
M3 JarpaH:kKMjaHa MaTepHje 3aucTa HMajy JOKAJIM30BaHO KHMHK-pelneme. Kamga cMo jes-
HOM J106Wym o O0JIMK TeH30pa eHepruje-umiryica, u3 ocobuna (1.15) u (1.14) koje
caenie u3 Einsteinosux jeanaunna (1.12) uzoaumo edekTuBHE jeHAUNHE KPeTarha KHHKA,
y AnpOKCUMAIMjU KAJa Cy HeroBe JUMEeH3Wje 3aHeMapJbUBe.

Onwuc marepuje

Pa3smoTpumMo HeKy CBETCKY JIMHU]Y BPEMEHCKOT TUIla Jie(PUHUCAHY TTapaMeTapCKUM jeji-
HaunHaMma T = z(&), rae je £ Npou3BO/bAH NapaMeTap Koju npebpojaBa Tauke HA JIMHUjH.
[TperniocraBuhemo ga npocropspeme uma tomoJiorujy > X R, rae R oxparkaBa Bpeme, 10K
je X2 Mpou3BOJbHA TPOAMMEH3MOHAHA MHOTOCTPYKOCT KOjOM C€e OIHUCY]Y TPOCTOPHE XUTIEP-
noBpmu. !V mpocTopBpeMe u JIWHUjA Cy O NMPETIOCTABIM HEJET€HEPHCAHH W KOMILTETHH.
OBO paKTUYHO 3HAYM Ja HAC WHTEPeCyjy caMo OecKOHauHe JIMHUje, YUMe UCKJbYUYjeMO
MoryhHOCT HeU3UUKUX PeIerha, Kao MTO Cy NWHCTAHTOHMU.

Yorire y3eB, POCTOPBPEMEHCKe KoopjawHate r# u mapamerap & Cy HPOU3BOJbHH.
Nnak, pesiumuyuno hemo dbukcuparu 0By €JI000y KaKO OMCMO IOjeIHOCTABUJIA H3JIara-
we. Haume, nzabpahemo koopauHare r# Tako Jia Cy XUIEPIOBPINH Ca jeHAKOM BPeMeH-
CKOM KOOpJIMHATOM TpocTopHOr Tuna. Kao mocjemuna oBora, Hallla JIMHU]a CeYe CBAKY
xuneprospm z° = const TauHo jegHoM, oaHocHo dyHKmja 2°(£) nocraje nHBepTHOUIHA.
3aTuM, y CBaKOj TaYKW Ha JIMHUjU FeH TAHT€HTHW BEKTOD je BPEMEHCKOI THIIA:

uﬂﬂ’dzu

= (2.2)

guutu” = >0, rje je u

Osze je v(§) unaykoBana merpuka Ha juHuju. V3abpaheMo jour BpeMeHCKY KOODAMHATY
2% = t na mapamerpusyje munnjy. 360p & = ¢ (oanocHo ekBuBanenTro z2°(£) = &) namelie
orpannyuerse 1’ = 1 Ha TAHI€HTHH BEKTOD.



14 I'/TABA 2. KPETAKBLE KHHKOBA

Barum duckupamo npousBosbaH TpeHyTak ¢ u pazsujamo /—gTH (x) y pea no 0 dyHk-
nujaMa oko Tadke z(t), rperupajyfin mpuTOM BpEMEHCKY KOODIMHATY t Kao Hmapamerap.
Hake, npumersyjyhin dopmyny (A.3) 3a ciyuaj d = 3, umamo:

V=gT(t,x) = b (1)6® (x — z(t))
+ V()06 (x — 2(t)) (2.3)
+ AR (1)0,050P) (x — 2(t)) '
+ ...

Kopen w3 mnjaykoBaHe mMerpuke je a0/aT Ha JECHO] CTpaHu 300I KACHUjUX HOTOIHOCTH.
Koedunujentu y passojy cy garu dbopmysnom (A.4):

1
o= — / d*x \/—gT™,
Vs
prva — /d3 Za)\/__gT;w’
\/_

prves = 2f d*x (2% = 2%) (2" = 2%)y/=gT",

uty. Jla 6ucMmo ycnocrasuiu Be3y ca Papapetrouosum pajioM, [13], mpumerumo oBe na
cy oBu koedurmjentu (10 Ha HaxTOp ﬁ) jemHaku momentuma M, M"Y wrtn, Koju cy
TaMO JIe(PUHUCAHH.

Cajia yBOIMMO OCHOBHY TIPETTIOCTABKY O MaTepUju — Ja je JIOKAJIM30BaHa Ha JTUHUjU
z(t), Tj. ma TEH30p eHepruje—MMITyJICa €KCIOHEHIHJjaJIHO ONaJa KaKo Ce yIa/baBaMoO O
suarje. HapaBHO, OBl ce KOPHUCTH TMPETTIOCTABKA, [ jeJHAYNHE JUHAMUKE 33 T0Jba Ma-
Tepuje MMajy pelleme TakBor Tuna. Teopuje ca oBakBUM ocobMHaMa nocroje (MOHOIOJIH,
COJIATOHU, KUHKOBH. . . ), aJld MU HE YKeJIUMO Ja ce DABUMO HUjEeJHOM KOHKPETHOM TEOpH-
joM, Beh pa3marpamo OIIITH CAyYaj.

Kao mnociienuna ope mpermnocraBke, cBaku ciejnehu D-koedunujeHT je cBe Mamu 01
IPETXOHOT, U y Hajrpy6shoj anpokcuManuju (T3B. “single pole” ampokcumanuja) cBu
b-0BU ceM TIPBOT ce 3aHEMapyjy, ma A00ujamo:

V=g (8 x) = A0 ()09 (x — 2(1)). (2.4)

OBaj 00/TMK TeH30pa eHEPTUje—UMITYJICA, Ce MOYKe KOBAPHjaHTU30BATH TOMONY MIEHTUTETA:

1:4(12 5(a0 — ) = /dgd(t—z ().

Muoxkehu oBum jenuauuny (2.4), cruxkemo J0:

T"(z) = / a7 b (€) m5<4 (x — =(€). (2.5)
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1ITO je TpazKeHu KoBapujaHTaH 06/ukK (Koju ce cBoju Ha jeanauuny (2.4) uzbopom 2°(€) =
€). Ilpurom, KoBapujaHTaH je Kako y omHocy Ha audeoMopdusMe mpocTOPBPEMEHCKIX
KOOpJMHATa X, TaKO U Ha audeomopdusme koopaunare . Takohe, momro ce TH TpaHc-
dopmuIiie Kao TEH30p Y OJIHOCY Ha x-TpaHcdOopMaluje, Mo 3aKOHY KOJu4dHuKa u b he ce
TpaHchOPMUCATH HA UCTH HAYWH.

Jennaunna (2.5) npejcraB/ba TpaXKeHU OLKMC MaTepuje JoKaju3oBaHe Ha juauju z(§),
u y oBoM 06Ky hemo Tpaxkuru pemiema jeanaunse (2.6).

JemnaumHe KpeTama

Caga pemaBamo jegnaquny (1.14) npernocrasspajyhu pememe y obiuky (2.5), rue cy
b (&) m z#(&) menosnare dynkmmje Koje Tpeba oapeautn. Kao npeu Kopakx, npemnumuamo
(1.14) y mano apyrauujem obsuky. Haumwme,

v, v = 9,T" 41", T + I'*,, T
1
= —az/( _gT“V) + " I/pr>
V= P
rae cmo kopuctuiu uienturer (1.2). Usjennavasajyhu ca mynom u muoxelin ca /—g
Jioomjamo:

8, (v/—gT™) + ", \/—gT" = 0. (2.6)

¥Yeperumo caga (2.5) y (2.6):

/ A&/ [0 0,00 (x — 2) + b T*,,6W(z — 2)] = 0.
R

OBy jemnaunny Tpeba JeKyIJIOBAaTH y Hap jeaHAaYnHA Koje 3acebHOo ompehyjy 2z u b,
Jla 6ucmo TO ypaausiu, Hajupe MOMHOXKHAMO jeTHAYUHY Ca MPOU3BO/bHUM CKAJIAPHUM I0-
JbeM f(x) m u3BpIIMMO MHTErpanmjy 1o 1essoM npocropspemeny. Oyukiuja f(z) npurom
HUje TOTIYHO MPOW3BOJbHA, Beh MOpa 3a/10BO/haBATH HEKA OIINTA CBOjcTBA. KOHKDETHO,
Tpeba ma Oyme pa3auuyuTa O HyJIe CaMO HAa KOMITAKTHOM MOJCKYIy CBOT jgomena. OBa
MIPETIIOCTaBKA je HEeOIXOJIHa Jia OMCMO CMeJIH Ja 3aMEeHMMO pejocien mHTerpamnuja. Ko-
puctehu mapnujaaHy WHTETpalyjy y TPBOM CabUPKy U ocobuHe § (byHKIHje, 100ujaMo:

/R de /7 [—W%f) Ly () £(2)] =o. (2.7)

Ha oBoM MecTy je HeonmxoHa aurpecrja y reomerpujcky uHTepnperanujy. CKajgapHO MOJbe

9f(z) nyxK JuHuje z(§) He Moxke omabpaTu

f(z) je npousBO/BHO, AN Ce HEeros rpajujenT ;-7

IPOU3BO/bHO, IITO CE€ BUAWU U3 UJCHTUTETA:

df (2(€)) _ 9f(2) d="(€) o
¢ 0z de T

3aro genuMo rpajujent f, Ha mapaseaHy W OPTOTOHAJIHY KOMIIOHEHTY:

fo=F+ flu,.
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o nedunmuin je firu’ = 0, nox xoedurmjent fl oxpeljyjemo u3 ropmer maenturera,
na cjaeau:

¢l -
f,V_fI/ +7d€uy

Canma, f(2(£)) u f-(2(£)) cy nezaucuu u npousBosbHH, Na jemuauuny (2.7) npemnucyjemo
Ha cjegenyn HAYUH:

_ pv gL i Lu pv el _i Lu pv —
/Rdf{ /b f,,+[d§(ﬁ b )+ﬁb rpy]f dg(ﬁ b f)} 0. (2.8)

[loenTa oBUX TpaHcdOpMaluja je jJa cajJa MOXKEMO Jia 3aK/by9uMO JIa jé CBaKH UJIaH
3acebno jegnak Hysu. [lohumo o Tpeher, Koju ce MoOxKe M3UHTEIPAJIUTH KAO:

d (1w L
/Rdgd—5 (WW) f) = ﬂuyb f

jep je dyukimja [ paszauyuTa O HyJie caMO Ha KOMIIAKTHOM IIOJCKYILy CBOI' JIOMEHA.
Jlakiie oBaj cabupak Hecraje u3 (2.8).

3aTuM pa3MOTPUMO ApyTH cabupak. Ilomro cy f u f He3aBUCHH U TIPOU3BOJLHH, OBA]
IPBU ce MOxKe u3abparu j1a Oye Hysa, na u3 (2.8) 3aK/bydyjemo:

£=-+o00
=0,

f=—0

d 1
d_f <ﬁuyb’“’) + /e, = 0. (2.9)
Ogro je jennaumna 3a z(§) koja caapxku 3acaj Heonpehene koebunmjenre b ().

Konauno, pazamorpumo mnpsu cabupak. Ha oBoM MecTy je BaxKHO Jla ce CETHMO Ja
EinsteinoBe jejHaunbe rpaBUTAIMOHOT 10OJbA 3aXTEBAjy Jla TEH30p eHepruje—umityica 1"
Oyne cumerpuyan, (1.15). OBo je cnenuduyna ocobuna teopuje 6e3 ropsuje. Nmajyhin
0BO y BHJY, aKo norjiegamo (2.5) sumumo ga u b*” mopa 6utu cumerpuvan. Kopucrelin
OBy CHMeTpHjy, pa3bujamo b*” Ha KOMIIOHEHTE OPTOTOHAJHE W HapaJjejHe TAHT€HTHOM
BEKTOpY u*:

V=V e+t 4 butu

Caga samenoM y jemnauuny b fi- = 0 onpelyjemo koedbunujenre V", V| u b xopucrelin

npousBo/bHOCT bYHKIHje f- U IpojeKToBambe jeqnaunne Ha ut. Hamamer ce Mozke BujeTu
na mopa 6utn b)Y = 0 u b = 0, nox nocieamu koedurmjent, b, ocraje IPOU3BOIbAH.
Bak/byuyjeMo, JakJe, 1a Mopa OWTH:

b (&) = m(&)uru”, (2.10)

IJIe CMO Taj IPOU3BOJbaH KoedunujeHT b npeumenoBaau y m. Buaumo na je, 10 Ha dhaxTop
m, b y nornynoctu onpeheno dynkuujama z#(§).
Cazna Moxkemo na 3amenumo (2.10) y (2.9) unme gobujamo:

d
& (Vymut) + \/ymufu’ ", = 0. (2.11)
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OgRo je Tpakena eeKTHBHA je/IHAYNHA, KPETamha KUHKA, jep Ce IheHUM PeraBameM 100u-
jajy mapamerapcke jejiHauMHe TpajeKTopuje KuHkKa, z(&).

Jennaunna canp:ku weoapehen koeduiujent m(§). Mehyrum, ona namehe onpebhen
ycioB Ha mera. OBo ce MOKe JJaKO BHJIETH aKO IIPOjeKTYjeMO jeJHaYMHy Ha BEKTOD Uy,.
[IpaBonmHMjcKUM padyHOM ce no0uja:

d
@£ (ym(£)) = 0. (2.12)

OBUM UIEHTUTETOM Ce M MOXKe eJuMuHucaTh u3 jeqHaduHe. lllTapuime, ako uzabepeMo
napamerap £ Tako jga Oyze & = s, oHJla TUMe pUKCHPaAMO rejii v = 1, u umamo m = const,
JIOK Ce jeTHaUYMHA KPeTarha CBOAW Ha TO3HATY T'e0e3UjCKY jeTHAUYNHY:

d?zH . dzfdz”

ds? L ds ds
OBo je makje edpeKTUBHA jeTHAYMHA KPETamha, MPUOJIUKHO TAYKACTOT KUHK-PEIIeha M0Jba
MaTepuje y CIOJballllbeM TPABUTAIMOHOM TOJby. BuamMmo ma je oHa ympaBO HIeHTUYIHA
MOCTYJIMPAHO] TEOJAe3MjCKO] jeIHAUMHU KpeTama KOjy CMO A00WMJIM BapHjaljoM IejCTBa
(1.5) ”xubpuaHe” Teopuje TauKacTe YeCTHIE ¥ TPABUTAIMOHOT MOJbA.

Juckycuja

Jennaunna kperama (2.11) Kojy cMo 106umu je MaHudbeCTHO KOBapUjaHTHA KaKO Y OfI-
HOCY Ha OIIITe KOOpJAWHATHE TpaHchOpMalyje, TAKO U Y OJHOCY HA pernapaMeTpH3alyje
cBercke JuHuje. Besmdune O, u” u m, 0CUM 1ITO Cy IPOCTOPBPEMEHCKHU TEH30pH (peioM
TEH30D JPYror pejia, BEKTOP M CKaJap), Takolje cy TeH30pH y OJHOCY Ha pernapamerpusa-
muje & — &£'(€) (pemom ckaap, BEKTOP M TEH30D JAPYror pena). KoHKpeTHo,

/ /!
(€)= =% ()

£ d§
Jlakjye, m ce Tpanchopmuie Kao ABANYT KOHTpPaBapUjaHTAH TEH30P y OJHOCY HA pe-
napamMerpusanuje csercke juauje. OBO cyrepuinie WHTEPIPETAIHUjy M KaO jeTHOIUMEH-
3UOHAJTHOT e(heKTUBHOT TE€H30pa €HepTHje-UMITyJICA MaTepuje JOKAJIU30BaHe HA JIMHUjU.
[IIrasuiie, OH je KOBapujaHTHO ovuyBaH. Haume jennaunna (2.12) ce MoxKe mpemucaTy Kao

ng = 0,

rie je V¢ jeHOIMMEH3NOHAIHN KOBApHjaHTHU U3BOJ JeUHNUCAH Ha CBETCKO] JUHU)U Jie-
JIOBaIbeM Ha BEKTOP Kao Vv = Ogv + I'v (oBae je I jeAHOTMMEH3MOHAJIHA KOHEKCH]a
KOHCTPYUCaHA METPUYKUM TEH30pOM JiuHuje, v). Jlakie, m je 3ampaBo eheKTUBHU KO-
BapHUjaHTHO OYYBAH jeTHOMUMEH3UOHAIHU TEH30D €HEPI'Hje UMILYJICa MaTepuje JTJOKATIU30-
BaHEe HA JIMHUjU. Y OBOM CMUCTY, M €€ MOXKe 3BaTH Maca JecTHIe.

Cymupajmo pe3dy/arare OBOT MOT/IaB/ba. KoBapujaHTHH 3aKOH O/IPXKamba TEH30pa €Hep-
ruje-umnysica, (1.14), cMO npuMeHWJIM Ha Marepujy JIOKaJIW30BaHY Ha JMHUjU. Y Haj-
HU2KOj aIllPOKCUMAIMjU, TaKBa MaTepHja je KOBAPUjaHTHO ONUCAHA TEH30POM €Hepruje—
nmmysica (2.5), vae cy z(€) u b () nenoznare dbyuknuje. Hakon ananusze 3akbydyjeMo
caenehe:
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® CBETCKA JIMHU]A je Te0JIe3UK:

d? 2+ i dzP dz¥
- - "

ds? T ds ds ’

® TEH30D €Hepruje-UMIyJICa MaTepuje uMa 00IUK (ynope;m ca (1.6)):
T (x m/ ds utu” (5(4 (x — z(s)), (2.13)

I7le ce KOHCTaHTa 1 MHTEPIPEeTHpa Kao Maca.

Fopmu pesynaratu cy J00MjeHM Y HAjHUXKO] ampPOKCUMAIWjH Y Pa3Bojy 1o O (pyHK-
mujamMa. Ako ce, MehyTuM, yK/byde BUINM YIAHOBH Yy Pa3BOjy, jeJHAaYWHA KpeTama he
3aBUCHTHU O] YHYTpallllhe CTPYKType KuHKa. Ha mpumep, YKymHH MOMEHT UMITyJjica he
ce KyIUIOBaTH Ca TE€H30POM KPUBHHE IIPOCTOPBPEMEHA, IMTO he M3a3BaTH OJACTyHNAa O]
reosiesnjcke nytame [13]. Buimu MomenTH ce jocta u3ydaBajy y JUTEpATypHU, aJH 33 HAC
OBJ/I€ TO HUj€ 3aHUMJBUBO, U y Ty IPOOJEMATUKY HEeheMO yJI1a3uTH.

HpOKOMeHTapI/IIHI/IMO OBJIe U TO Jla CMO OBaKBUM IIPDUCTYIIOM IIPAKTHUYIHO YKJIOHHJIN CBE€
HeJIOCTaTKe XUOpuUiHe Teopuje JIUCKYyTOBaHe y perxoaHoj ryiasu. Hajupe, cee pynpamen-
TaJiHe BapujadJjie y TEOpPHUju Cy I10Jba, JOK KOOpJIUWHATE TO HUCY, Beh Ccy caMo mapaMeTpH.
BaTuMm, O6poj mocTysIaTa je y u3BeCHOM cMucay Mamu. Hawmme, moctynupanum cMmo Jarpa-
mxkujan (1.11) u ga y Teopuju MMaMO KHHKOBE KOjU Cy AlNPOKCUMATHBHO TAYKACTH, U
HU3BEJIn IbUXOBE jeﬂHa“IHHe KpeTatba. HpI/ITOM HUCMO IHOCTYyJ/IUpaJiu HU IIPDUHITHUII €KBHUBAa-
Jgernuje Hu Kperame decture y Minkowskijesom mpoctopy. OBo je ouurieaHa mpemgHOCT
IPUCTYIIA TeOpH]je 10/ba (IIPUHIUI eKBUBAJIEHIIHje MOKe Y arpanxkujany (1.11) yak 6uru
M eKCILIUIUTHO HapyIieH, Ha npumep). Konayno, KMHK Huje erzakTHO Tadykact (Beh camo
y single-pole ampokcumanuju Kojy ¢MO pa3marpanim), mro orBapa moryhinocr ga ce y
00J1aCTH TPOCTOPa y KOjOj Ce OH HaJia3W MeTPHWKa HMPOCTOPBpPEMEHa ~HCIerja’ Tako Ja
HEMa CUHTYJapuTeTa. THMe ce YCHEeNTHO 3a00WjIa3u MOjaB/bUBAIGE I[PHE PyIe HA MECTYy
I/ie ce KWHK HaJIa3u, ¥ METPUYKH TE€H30D jé Ha TOM MecTy J00po nedUHUCAH, & ca UM U
reoJie3njCKa jeJHAUYNHA KOja OINCYje KpeTame KIHKA.

[Ipehumo cana wa meHTpaHu MpoOJIEM, /3 0BAj ONIITH MOCTYHNAK I'e€HEPAJHUIIEMO Ha
ciaydaj crpyne. To je nmpejaMer m3jiaramba y HapeHOM IOTJIABJbY.

2.3 CrpyHa

3Boherbe Koje CMO TMpe3eHTOBAJIM Y MPETXOMHOM MOTJIaBJbY je M00po MO3HATO (Masa
He y 0Bako (opMasHOM OOJIMKY W HOTaIMju) U mocroje panosu [20, 21| koju yommrasajy
MPOIEIYyPY TaKO Ja YKJ/bY4YW TOP3Ujy W M3ydaBajy pas3jmKe Koje oHa joHOocH Teopuju. [la
UIIaK, CBA JIOCAAIIHA UCTPAKHUBAHA Cy OWJIa OPUjEHTUCAHA HA CJIy4aj YECTUIle, ¥ HUJe Ce
pa3mMarpao oirosapajyhu npobJsem mpoHaaxKema, jeJHAYMHA KPeTamha 33 eKCTeHIMPaHu
objekar, Kao mMTO je crpyHa. Kako cmo o0jacHuin y yBOJy, OBaj HpPOOJEM 3acCiyxKyje
MaXKby, ¥ Y OBOM IIOIJIaBJ/bY 3aTO TeHepauimeMo PapapetrouoB MeTo, W Ipe3eHTyjeMO
pelemne.
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Onwuc marepuje

CrpyHa je, 32 pa3juKy OJ YeCTHIe, jeJHOIMMEH3MOHAJIHN 00jeKaT KOju He MyTyje IO
HEKO] CBETCKO] JIMHMjU KPO3 IMpocTopBpeMe, Beh mpedpucyje 1BoAMMEH3HOHAIHY TTPOBPIII,
T3B. CBeTCKY moBpir, M. 3aTo pa3MaTpaMo HEKY MOBPIN Y TPOCTOPBPEMeENY, AeduHucany
jennauunama ¥ = 2#(£%), e cy €0 u ¢! neke npoussosbhe (asm j106po jedunucaHe)
KOOpJMHATE HA CBeTCKOj noBprmm. IIpernocraBuhemo 1a je moBpIim peryjapHa u ja ce
MPOCTHUPE TAKO J[a CBAKA ITPOCTOPHA XUIIEPIOBPII CeYe CBETCKY MOBPII TAYHO jEJIAHILYT, U
Jla je TIpeceK YBeK jeHOIMMEH3MOHAJHA JuHuja. OBa IPEeTNocTaBKa je 0/ipa3 (pU3UIKOT
3aXTeBa Jla Ce CTPYHA HAJa3W Herje y IIPOCTOPY yV CBAKOM TPEHYTKY, W IOCJIEeIUIla TOra,
je Ja ce TOBPIII MPOCTUPe OECKOHAYHO JAJIEKO Y MPOTLIOCT U Oy ayhHOCT.

YBeIMMO TaHTEHTHE BEKTOPE Ha CBETCKY MOBPIIL:

N'D‘ed’ 32“
U, =
o¢e

¥ YBEJUMO HeH METPUYKM TeH30D, MHAYKOBaH METPUKOM IIPOCTOPBPEMEHA:

e a € {0,1},

Yab = guuuﬁf%-

Axo je moBpuI perysapaa u koopaunare £ 100po pedbuHUCAHe, TAHTEHTHH BEKTOPH Uf U
u) cy smHeapHO He3aBuCHU. IHyKOBaHA METPHKA je MO NPETIOCTABIU HeJereHepucaHa,
det(vap) # 0, m muma curnarypy diag[+1, —1]. OBo 3Ha4YM 12 ce jeJaH O TAHTeHTHUX BEK-
TOpa YBEK MO¥Ke u3abparu Ja Oyjie BpeMEHCKOT THIA y CBAKOj TAUKW TOBPIIHU (CJIydajeBe
KaJla TOCTOje TadykKe y KOjuMa OBO HHje CAy4aj He UCKJ/bydyjeMo, aju hemMo uX 3aceOHO
pasmarparu). To je IPUPOIHO YOUIITEHE YECTHYHOT CIydaja, TIe CMO Pa3MaTPAJIH CBET-
CKy JIUHU]Y KOja je jeTHOAMMEeH3NOHAJTHA MHOTOCTPYKOCT YHja WHIYKOBaHA METpHUKA WMa
curnarypy diag[+1].

Kao u y ciayuajy yecruie, »KeJaIuMoO J1a Pa3BHjEMO TE€H30P €HEPruje—UMIIYJICa Y 0 pej
OKO Tadaka Ha CBeTCKO] moBpmu. [Ipomeaypa je mpakTUdHO MCTAa KAO y CJIy4ajy YecTule,
ca pazmmkoM ja ce ymecro 6 xopucre 0 dynxumje. Y single-pole anpoxcumanujn
3aHEMapyjeMo CBe YJIaHOBE Yy pa3BOjy ceM Bojeher, Tako Ja TeH30p eHeprHje—MMILYJIca
He caJpKu u3Boje 0 (ynknuja. CAUYHO KAao KOJ, YeCTHIle, KOBApHjaHTH3aIdja ce IOo-
cTHXKe KopulrhemeM jorn aBe ¢ (DYHKIMje U JIBe eKCTpa WHTerpamnuje. Tako cTUXKEMO J10
KOBapHMjaHTHOT M3pa3a:

T(2) = /M d%mw"(sw%_ga“)(x (). (2.14)

Koedwumnujentu H* ce TpanchopMuiny KOBaApHjaHTHO KaKO Yy OJHOCY HaA audeoMopdusme
IpPOCTOpBpeMeHa (Tj. & KOODAMHATA), TAKO M Y OJHOCHY Ha JudeoMopdusmMe MHOTOCTPY-
kocTd (Tj. & KOOpAUHATA).

OBO je TpaXKeHu ONMUC MaTepuje, U y TOM OOJIMKY TPAXKUMO pelierhe jeanauunne (2.6).
HapaBHo, oBie Kao u y cjyd4ajy 4YecTuile Iojpa3yMeBaMoO Jia IIpaBe jeJlHaYMHE KpeTa-
Bha 3a 110/ba MaTepuje uMajy pelierma y 00JIMKYy CTPyHE 4YHjd TEH30D €HepIHje— UMILYJICA,
011313, €eKCIIOHEHIMjaJIHO, KaKo Ou single pole anpokcumanyja uMaJia CMHACIA. 34 TEOPH]e
ca oBakBUM ocoOmHama ce 3Ha Ja nocroje [19], u kacuuje hemo mpoananusuparu jenan
KOHKDETaH MPUMEP.
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JemnaumHe Kperama

[Ipesrazumo na pemasame (2.6) Tpaxkehu pememse y 06uky (2.14) rae cy nmonoso b ()
u z(§) Henosnare dyHkIMje Koje Tpeba oapeauTH. 3aMeHOM J00ujamMo:

| V= 70,60 - 2) 4 ¥ 60 - 2)] o
M

MHOKUMO ca TPOM3BOJFHAM CKATAPHUM TOJbeM [ () ¥ BPITUMO HHTETPAIHM]Y MO TIPOCTOP-
Bpemeny. IIpernocrasmamo ga je dynkuuja f(x) paznmuuura oJ Hyse caMO Ha KOMIIAKT-
HOM IIOJICKYIly CBOI' JIOMEHA, KaKO OMCMO cMmejiu Jila KomyTrupamo uHrerpase. Kopucrehu
HapIMjaJHy HHTErPaIujy y IPBOM CaOMPKY U ocoOuHe 0 ¢dyHKIH]je, J001jaMo:

/ d%F[ b“”ag(y)erP”F”py( Vf(2)| =0. (2.15)
M

Pazbujamo rpanujent f, Ha mapaJielHy W OPTOTOHAJIHY KOMIIOHEHTY:
fo =1+ flug
Oprorona/ina KOMIOHeHTa 110 JedbUHANU]H 3310B0/baBa fiu’ = 0, J10K U3 HJeHTUTETA:

0f (=€)

aga = fl/ua

MOXKeMO M3padyHaTu Koeduimjenre ﬁlzl, na cJiejiu:

of

J_ ul
fu= i+ gt

[lonoso, f u f cy HezaBUCHUM W TIPOM3BOJbHH, Ta opranusyjemo (2.15) y obsuk:

(V=" uy f)
(2.16)
Pasmorpumo Hajupe Tpehu cabupak. VHTerpajammMo ra jio HOBPIIMHCKOT WHTErpaJia:

2 pv el d [V @ pU T .
LMLF%A+QM$W Hfﬁf@fag

/ Pe (VA L) = / A (VA i f) (2.17)
§ oM

OsBze je A mapamerap Koju npebpojaBa tauke Ha rpanunm OM, a n, oaroapajyhiv BekTop

HOpMaJIe:

gl

d\

Ng = €ab—5v

oM

(€ap je anTucumerpuunn tenzop Levi-Civita. 3a neraspe Bumeru qomarak B.) Caza, mormro
ce [ MoxKe n3abparTu HE3aBUCHO HA rpanuiy OM u y ynyrpammocta M, oBaj 4iaH Mopa
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3aceOHO Ja Oyie Hy/a, a HONITO je f W MpOW3BOJHPHO, MHTErPAHJ, MOpa OMTH HyJa, 1A
UMaMo:
V=" ugn, = 0. (2.18)
oM

Jemnaunne (2.18) ce 30By IpaHWYHM YCJIOBH, M HUCY Ce MOJABUJIM Y CJIY4Yajy UeCTHIE U3
IPOCTOT PA3JIOTa INTO jeHOJUMEH3MOHATHA MHOTOCTPYKOCT CBETCKE JIMHHUje HeMa I'pa-
auny. Yak um oBze, y Ciydajy 3aTBOpeHe crpyHe mMamo OM = (), ma je mecma crpana
jennaunne (2.17) MIEHTHYKYE HYJIA.

PasmoTpumo 3atuM apyru cabupak y (2.16). Ilomro moxemo mzabparu f- u f Ha
IPOU3BOJbAH W HE3ABUCTAH HAYUH, IMaMO:

9
dga

(V=" ul) + /=™ T, = 0. (2.19)

OsBo je renepanmsanuja jegunaunne (2.9) Ha caydaj crpyrne. Kao mudepennujanrna jena-
uynHa 3a z(£), canpxu Heoapelene koedurmjente b,

Konauno, pazmorpumo npBu cabupakx. Kopuctumo cuMerpudHOCT TEH30pa €Hepruje—
ummysica, (1.15), u pasbujamo b*” Ha mapaJiejHy ¥ OPTOTOHAJIHY KOMIIOHEHTY:

v b
e R S T S Vil S g Vi T

Kopucrumo jemnauuny b f- = 0 1a oxpenumo koedbumujente, n gobujamo ma je V" = 0
u b|" = 0, nox koebunujentu b = m® ocrajy npoussospau. Tako KOHAYHO KOGHjAMO:

b = m®(E)utuy. (2.20)

Tu npousBosbHE KoedunujerTn m® ce caga TpanchOPMHITY Kao0 CKAJAPHO TOJbe ¥ OTHOCY

Ha, TIPOCTOPBPeMencke audeoMopdusMe, 0JHOCHO Ka0 KOHTPaBapUjaHTaH TEH30p APYTor
pena y omHocy Ha andeoMopdusMe CBeTCKe TIOBPIIH, 1 mpuToM je m® = m?. IIpumernmo
Ja cy u opjie, 1o Ha m®, dbynkuuje ¥ normnyno oxpehene npexo z4(&).

Bamenom (2.20) y (2.18) mobujamo rpannvHe ycjoBe y oBJIMKY:

V=m®nyu =0, (2.21)
oM

JIOK 3aMeHoM y (2.19) nobujamo jeHadunHe KpeTama CTPYHE:

D (V=ym™ul) + /=ym®uluy I, = 0. (2.22)

OBa jenmHaunHa ce MOXKe 3alMUCATH MAaHUGECTHO KOBAPHjAHTHO. AKO MCKOPHUCTHMO TO-
TaJTHU KOBapHjaHTHU u3Box nedunucan jegnadunom (1.9), jerHaumna Kperara ce JAKO
Ipenucyje y o0JIuK:
ab, 1\ __
Va(m®uy) = 0. (2.23)

CroMeHuMO Jia Ce U y Caydajy 4ecTHIe MOTJIa YyYMHUTH MCTA KOBapHWjaHTU3AIMja je/Ha-

yuHe (2.11), npu Yemy y jeJJHOAMMEH3UOHATHOM CIyYajy UMaMO CaMo jeJaH Koeduiujent
. 0 _ d

KoHekcuje, [y = P In /5.
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Jennaunna (2.23) npejcrasiba jelHAYMHY KpeTara CTpyHe, Koja oapehyje o6k cer-
cke nosprmu, Tj. dynxuuje z(£), u y woj dburypuny npoussospHu mapamerpu m(€).
Wcnocrasiba ce, mehyrum, 1a cama jennauuHa Hamehe ojpebhene ycioe u Ha mux. /la
OuCMO OBO BUJIE/IH, U3BPIIMMO TU(DEPEHIUPAHe, 1 IOMHOKAMO Ca Uy, IuMe 1001jamo:

Vam™ +m® [uV,u}] = 0. (2.24)

KonnenTpumumMo nakmy Ha 4jaH y YIJIACTUM 3arpajama. Pa3BujamMo KOBapujaTHU W3-
BOJI, €JIMMUHUIIEMO KOeDUIUjeHTe KOHEKCHje, U HAKOH IIPABOJIMHU]CKOT aJIi JIyrOTPAjHOT
padyHa 3aIKCyjeMO I'a y OOJIUKY:

UpeV up = uuca[auff} + uuba[cug] — uuaa[bufj},

rJle CMO YTJIacTe 3arpajie Ha WHAEKCUMa O3Ha4vaBajy aHTucuMerpusanujy. [Ipema medu-
HUNUJA u? MehyTuMm mMamo:
"o —

Bak/bydyjeMo Ja je uuTaB u3pa3 y ymiacTuM 3arpagama y (2.24) jeqmak mymu. Kao
pesyaTar cienu aa m® Mopa GHTH KOBAPUjaHTHO OUYyBAaH:

Vam® =0, (2.25)
a 3uajyhu To, u3 (2.23) rakohe mobujaMo U jeHAUMHY KpeTama y 00JIUKY:

mV ul = 0. (2.26)

ab ab

Yumwenuna ja je m®» KOBapUjaHTHO OYyBaH cyrepuiie uHTeprperanujy m® kao edek-
THBHOT JIBOJIMMEH3UOHAJHOT TEH30pa eHepruje-uMiysica crpyHe. Eberose ocobune hemo
Pa3MOTpUTH y cjieieheM TOTJIaBJby.

Jennaunna (2.23) npeacrasiba TpaXkeny eeKTUBHY jeIHAUNHY KPETatha KUHK-PEIIeha
0J/ha MaTepuje O00JMKA TaHKe CTPYHE Yy CIIOJballlFbeM IDABUTAIMOHOM TOJBY, KOjy Tpeba
YIOPEIUTH Ca TMOCTYIMPAHOM jeiHaunHOM Kperamwa (1.10) ”mexanuuke” Nambu-Gotoose
CTPYHE Y UCTOM TPABHUTAIMOHOM TOJBY. 3a PA3JIUKY OJ YECTHYHOT C/Iy4aja, rie je edek-
THBHA jeTHAYNHA KPeTama Ouia yIpaBo KICTOBETHA MOCTY/IMPAHO] T€0JIe3UjCKOj jeTHAYNHH,
y CJlydajy CTpyHe TO Buile Huje Tako. Haume, edexrusHa jennauuna (2.23) je ommruja,
u uzbopom? m® = Ty comu ce na (1.10). Hapasno, npuTOM Cce U TPAHMYHM YCJIOBHU
(2.21) cBoze Ha rpanuune yciaose (1.8).

OBakBa cuTyanyja je 3aHMM/bMBA Ca JBa achnekTa. [IpBu ce cacToju y UYHWeHWIN
na ce 3a nocryanpano Nambu-Gotooso smejcTBo y Mexanumu 6030HCKE CTpYyHE MOpa IaTh
HEKAKBO OIPaB/lalbe, jep TOCTOje W CTPyHe ONWCAaHe JAPYTadWjuM jeJHadynHaMa KpeTarba.
JIpyTH acleKT ce CACTOj| Y HCINTHBAIbY 0COOMHA MaCeHOT Ten30pa m® Ha 0CHOBY KOjux 61
ce eBEHTYaJIHO KJIacu(PUKOBAU CBU MOTYhU THIIOBU CTPyHa, U TUMe heMo ce 1mo3adaBuTu
y HapeIHOM IOTJIABIbY.

20spe T o3nauaBa TeH3Wjy CTPyHE M3 Horjaasba 1.4.
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Huckycuja

[TpoauckyTyjMO Hajupe O6JMK TpaHMYHUX yCjaoBa. Jemnaduumna (2.21) mpejcraBiba
OTIIITH OOJIMK OBUX YCJI0BA, 0€3 0031Mpa HA 0COOMHE CBETCKE TOBPIIU U N300pa KOOpIMHATA
&%, YkJpydyje 4ak W CJIy4ajeBe KaJa KOOpAWHATE HHUCY CByJa M00po nedunucane. Mebhy-
TUM, yKOJIUKO n3a0epeMo BasbaHe KOODJAHMHATE, BEKTOPU Ul 110CTajy JIMHEAPHO HE3aBUCHY,
U 'DAHUYHU YCJIOBU C€ CBOJIE HA

V=ym® =0. 2.2
ym©n| 0 (2.27)

OBaj 0OOJIUK TpDAHWYHHUX YCJIOBA, C€ MOXKE JOJIATHO TOjeTHOCTABUTH KOPHUIINEHmEeM CTaH-
napane napaMerpusanuje ¢ = 7, ¢ = 0. YV oBuM KoopamHaTaMma, TPAHUIA je 33aTa
ca 0 = 0,7, KOMIIOHEHTA N( BEKTOPAa HOPMaJie HECTaje, ¥ I'PAHUYHU YCJOBU 100Ujajy
jelHoCTaBaH O0JIUK:

V—ym® = 0. (2.28)

o=0,7

Nako ce mogpa3ymeBa jia je METPHUKA Y., HeJleTeHepucaHa Ha CBETCKOj MOBPIHU, ¥ TOPHHO]
jeTHAYMHE WIAK 33JPKABAMO WIAH /—7Y, KAKO OMCMO J03BOJIM/IN HAPYIIEHe OBE IpeT-
mocTaBke Ha rpanunu OM.. Ha oBaj Haunn Hehemo m3rybuTu Kijiacy pelrema jeTHaUnHA,
KpeTama TJe je MeTpuKa Ha T'PaHuIlM JlereHepucaHa, Kao MTo je caydaj Hip. kKoix Nambu-
GotooBe cTpyHe.

['panuvHu yc/i0BH KOje CMO 00U/ Cy IPUPOITHO aconupanu ca nmo3natuMm Neumannos-
UM I'DAaHUYHUM YCJIOBUMA U3 Teopuje cTpyHa. OBO je HMOCIeIuIa YUHEeHUIe /1a CMO pa3Ma-
Tpasu ~ caobogHo nagajyhy” CTpyHY y CHOJbAIllFeM TPABUTAIMOHOM TOJbY. & CTaHIAP/I-
HOM BapHjalMOHOM TPUCTYIY, J0OMJIM CMO UX TAaKO MITO CMO JIO3BOJIU/IN Jia Bapujaluja
rpaHuie crpyHe Oyje NMpow3BO/bHA. AJITEDHATUBHEM TPUCTYT npeicTaBsbajy Dirichletosu
IPAHUYHU YCJIOBH, KOjU ce n00Wjajy HaMeTameM O/peheHUX OrpaHuverha Ha BapujaIujy
rpanuie crpyHe. KOHKDETHO, KpajeBu CTpyHe ce Be3yjy 3a p-OpaHy, Koja (IeJuMUYHO
WM TIOTIYHO) (DUKCUPA HUXOBE TPajeKTOpHje.

Y mamem mpuctyny, MehyTuMm, oBakKBa cUTyalldja je He3aJ0BOJbaBajyha jep WHTepaK-
Ihja CTpyHEe ca p-OpaHOM HapylliaBa 3aKOH KOBAPUJAHTHOI OYyBakha TEH30Pa €HEpruje—
UMITyJIca Ha KpajeBuMa cTtpyHe. Hapasno, DirichletoBu ycyioBu ce MOory HaMETHYTH PYKOM,
aJTi TIPUPOJIaH HAYMH JIa Ce yrpaje y TeopHujy je jia ce p-OpaHa W CTPYHA IIOCMATPAjy 3a-
jEJIHO Kao jeJlaH cuCTeM Koju ce Kpehe y criospbalibeM rpaBATAIMOHOM I0JbYy. llako TakBe
KOMILTMKOBaHe KOH(UTYpAIlje MaTepuje jeCy NHTePECAHTHe MO cebu, y OBOM paJy UX He
pa3maTpamo, Beh ce orpaHmyaBaMo Ha CJaydaj CTpyHe KOja HMHTeparyje camo ca reoMe-
TpujoM mpocTopBpeMena. OBo 3HAYM Ja KpPajeBU CTPpyHE HEMAjy HUINTA JPYro ca YUM Ou
HHTEparoBaJju, IMTO 00jallmkbaBa mojaB/buBame 0am NeumannoBUX TpaHUYHHUX YCJIOBA IIPH
U3BODEIbY jeTHAUYNHA KPeTarba.

Cymupajmo caja pedysrare oBe rjaBe. KpeHyaum cMO 01 KOBaPUjaHTHOT 3aKOHA OJI-
prkama TeH30pa eHepruje-umiysca, (1.14), u Tpaxkuiu perieme Koje Olucyje MaTepujy
y 00JIMKYy cTpyHe. ¥ HAjHMKO] alPOKCUMAIMjU TEH30D eHepruje—MMIIyJica uMa O0JIUMK
(2.14), vae cy z(§) u b* (&) nenozunare dbyuknuje. Hakon u3Bpiuene anaimse, 3aK/byqy-
jemo ciaenehe:
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e CcBeTCKa TOBpII je oxapeheHa jegHauMHOM:
Va(m®ul) = 0;
e Macenu Ten3op m® je KOBApHjaHTHO OUYBaH:
Vam® = 0;
e Tayke Ha KPajeBUMa OTBOPEHE CTPYHE MOPajy 33/I10BO/baBaTH I'PAHUYHE YCJIOBE:

ab .
vV =ym®nyul; = 0;

oM

e TEeH30pD eHepruje-UMITyJICa MaTephje Y OBOj allPOKCUMAIIUjU UMa, OOJIUK:
1
T (x) = / d*e/—y m®utul ——06W (z — 2(€)). (2.29)
M v~y

Hacynpor ciyuajy dectune, munaMuka Martepuje y o0JUKY CTpYHE T€HEepPAJTHO 3aBHCH
O]l TheHe YHYTpaIllthe CTPYKType. 3aucTa, KOBapHUjaHTHO OBYBambe e(eKTHUBHOT TE€H30pa
eHepruje-uMnyiaca, V,m® = 0, HeMa jeINHCTBEHO pelmerhe, Beh IMOCTOjW YHWTaB CKYyTI
pazmmunTux MoryhHocTH fa ce m3abepe m?, o KOjuX cBaKa BOAM APYTadnjoj AMHAMUIII
CTPYHE.

[Tpumernmo, ca apyre crpaHe, jia MOCTOjU W TEOMETPHJCKO Peliehe aHAJIOTHO jeIHOIH-
MEH3MOHAJHOM M X 71, kKoje nma o0bmk m® oc v u nedpunmine TpajexTopujy crpyne y
IIyHOj aHAJIOTHjU ca reoje3njckoM JjmHujoM. OBaj KOHKpeTaHn n360p m® penpoaykyje yo-
OouyajeHy jJ00pO MO3HATY JAMHAMHUKY CTPyHE — jeJHAaUMHE KPeTamha U I'PAHUYHYU yCJIOBH Ce
CBOJIe Ha OHE Koje mobujamo Bapupamem Nambu-Gotoosor aejcrBa. VY caenehem morsiasiby
hemo kmacuduKOBATH KaHOHCKe 00/uKe m? U Pa3MOTPUTH IHHXOB YTUIA] HA THHAMUKY
crpyne. Takobe hemo natu Heke mpumepe.

Ha kpajy npumeTrnmo 1a jeHaUNHE KpeTama YeCcTUIle UMajy MaJTeHe UCTU OOJUK Kao
jeTHaUMHE KpeTara CTPYHe. 3aucTa, YKOJIMKO JO3BOJUMO /13 WHIEKCH CBETCKE MOBPIIH
y3uMajy caMo jenHy BpennocT () ymMecTo JBe, BUJIUMO Jla Ce jeJHAYWHA KpeTama CTPYyHe
CBOJIM HA Te0/Ie3UjCKy je/THAUYMHy KpeTama decturie. OBO HUje CAy4ajHOCT, U THMe heMo
ce 1M03abaBUTH Y TIOIJIABIBY 2.5.

Caja mpeazuMo Ha aHAJIM3Y MACEHOT TE€H30pa M
Tarba U TPAHUYHUX YCJIOBA CTPYHE.

% y HeKUX 0COOMHA jeTHAUMHA, Kpe-

2.4 YHyTpalllba CTPYKTypa CTPYHe

Kanoncke dpopme maceHOr TeH30pa

PasMoTpuMo cBojcrBenu 1mpobJieM JIBOAMMEH3MOHAIHOI MaceHor Tenzopa, m?. Amna-
JIOTHA YeTBOPOJMMEH3HOHAIHA aHaau3a je Beh ypabena, [22], na je pazmarpame ciydaja
ca JIBe JIUMEH3Hje Maibe MOTIYHO ITPABOJIUHU]CKO.
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Csojcreenn mpobszem 3a m®

dbuHUCaAH je jeHAYUHOM:

Ha TPOM3BOJHHO] CBETCKOj MOBPIIHN €A METPUKOM 7Y, J€-

m®wy, = \w?,
rae je w® = y®wy. [locTojame HEHYJATHX CBOjCTBEHNX BEKTOPA W je TapaHTOBAHO YCI0BOM
det[m® — A\y®] = 0, Koju npenucyjemMo Kao KBaJpaTHYy je/[HAUMHY:

N — m%\ + vy det[m®] = 0.
Ananu3a meHe IUCKPUMUHAHTE,
A = (m%)* — 4y det[m®]

he mac moBecTn 10 MoOryhux KaHOHCKHX 06/mKa 33 m®™.
Byayhu na je merpuka wnmedununtna, moryha cy Tpu ciaydaja: A > 0, A = 0 u
A < 0. Takobe, cBOjcTBEHH BEKTOPH MOTYy OUTH BPEMEHCKOI, MPOCTOPHOT WJIA HYJITOT
(cBeTocHOT) THHA. 360r TOra Macenu TeH3op m® HEje yBeK Moryhe JHjaroHATH30BATH.
[IpoananusupajMo HoHamame m® y OKOJMHE HeKe TadKe Ha CBETCKOj moBpin. M3abe-
puMo KoopauHaTe £ TaKO Jia y ©3a0paHOj TAYKH MOBPIII OYIe JIOKAJIHO PABHA, Tj. Yap = Nab,
u I'%, = 0. Ako manumemo m® y MaTpudHOM OGIMKY Kao

mab: p T
T p |’

BHJIMMO JI& p TIPEJICTaB/ba JIMHU)CKY I'YyCTHHY €HEPTHje Ay2K CTPYHE, 7 MPeJCTaB/ha OIr0Ba-
pajyhu daykc enepruje, a —p Tensujy crpyHe®. KommoHenTe TeH30pa eHeprije—MMILy/ICa,
MOpajy 3aJ0BO/baBaTh (PU3UYIKH YCJIOB Ja (PJIYKC eHepruje He cMme ma Oyme Behwm om ry-
cruHe eHepruje: p > |rw|. Nuadye Gucmo umasu curyaunujy jga marepuja myryje 6prKe o
ceersiocTu [22], mro je dusnuku HenpuxBarT/hUBO. [lomTo OBH ycioBH MOpajy GuTH 3a-
JIOBO/bEHH Y CBaKOM* pedbepeHTHOM CHCTeMy, MOXKe ce MOKAa3aTH Ja KOMIOHEHTe TeH30Da
enepruje-uMiy/aca m® Mopajy 3a10BosbaBaTh caejelie ommre yciose:

p+p =2, p=Dp. (2.30)

Casa pesioM pasMarpaMo ClIydajeBe Kaja JIfjaroHaju3allija jecTe OJHOCHO HUje MO-
ryha, u majemo oaroBapajyhy ¢pusnuky wHTEpIpeTaIu]y.

Caydaaj A >0

Y oBoM caay4ajy, mocroju LorentzoBa Tpamcdopmanuja Kojom ce m® MoxKe 0BeCTH y
JiMjaroHaJian 00JInK:

b A 0
e N

] 7 AL £ \@)

30Bze je p duyke mmmysca, 1IToO je 3aIpaBo IPUTHCAK y CTPYHH, 4, —p 34T0 IPEACTABbA TEH3U]Y.

‘Hapasno, p, ™ U p uMajy oxrosapajyhy MHTepHpeTamujy caMoO y CHCTEMHMA y KOjUMA je CBETCKA
MTOBPII JIOKAJTHO PABHA, 113 OBaj yCJIOB MMa, CMUCJIAa HAMETATH CaMO y TUM cucTemmuma. llomTo je Hama
CBETCKA MOBPIII JBOIMMEH3UOHAIHA, TH pedepeHTHH cucremMu ¢y MehycobHo nose3anu LorentzoBum Tpanc-
dopmanmjama y nee aumensuje (jesHA BPEMEHCKA W jeIHA TPOCTOPHA), Tj. boost-oBuMa.
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rie cy AY 1 A?) cBojerBene BpegnrocTn o m®. OBO 3HAYM Ja OCTOjU CUCTEM MUPOBAMA®,

y KoMme je (iiyke enepruje jeanak nysau, 7 = 0, u Mmarepuja mupyje. OBo je ciydaj oOndHe
MaceHe MaTepHuje.

Yenosu (2.30) ce caza csoze ma A > [A?)| mTo 3maum ma je rycruna emepruje yBex
IIO3UTUBHA, U yBeK je Beha o1 amcoryTHe BpeIHOCTH TeH3Hje. JeqHaunHe KpeTamba CTPYHe
y OKOJIMHH ITOCMATPAaHE TavyKe Ce jOIl JOJATHO MOTY II0jeIHOCTABUTH AKO KOPHUCTHMO JIO-
KaJIHO MHEPIHjaJHU PedepeHTHN CUCTEM, Tj. aKO IPOCTOPBPEMEHCKE KOOPAMHATE n3ade-
peMo Tako fa Oyae g, = N, I, = 0, y okonuHz mocMaTpane Tauke. Tana ce jennadunne
Kperama crpyne, m*V,ul = 0 coze na:

0% 2+ 0% 2+

or? tp o2 0

P

Axo je Tensuja crpyne nozutusHa®, p < 0, 0BO ce MOXKe IpENHCATH Kao IO3HATA TaJIacHa,

jeTHAuYMHA:
0?2t 0%
a2 Y 902
e je w = /—p/p Op3uHa mpocTHparka Tajgaca. Yciaosu (2.30) 3axTeBajy ma Oyme p > —p,
omakiae w < 1. Jlakme, Op3uHa TMpPOCTHparba 3BYKa KpPO3 CTPYHY je Marmba of Op3uHe
CBETJIOCTH, Ka0 IITO OMCMO M OYEeKHBAJIN 33 OOMYHY MACHBHY MaTEepH]y.
[Tomro ce moapa3ymeBa Ja je MeTpHKa 7Y,, CBETCKE MOBPIIY HeJereHeprcana (CBy/a,

yKJbydyjyhin u eBeHTyasHY IpaHuily), rpaHudHu ycjaoBu (2.27) ce cBoje Ha:

=0, (2.31)

ADR0 = 2@pt =, (2.32)

oM

oM

IITO 3HAYU 72 6ap jeJHa CBOjCTBEHA BPEIHOCT MOpA HA I'DAHUNM OUTH Hy’ta. OU3NYKH
yeaos AY > [|A?)| onma ompehyje AV # 0, A2 = 0, ma caemn:

_|r 0
om |0 0]’
ca OYEKMBAHOM HHTEPIIPETalujoM Ja TeH3Hja —p y CHCTeMy MHpPOBaiba MOpa OUTH Hysa
Ha KpajeBuMa crpyHe. U3 ycaosa (2.32) taga takobe caequ n’ = 0, mro 3HaUM na ce

rpaHUI Ha/la3M Ha KOODAMHATHUM JuHHjaMa &' = o = const. OpaTie BUIAUMO Ja CMO
MOTJIM JIa KOPUCTUMO U IPAHUYHE yCaoBe y 00suKy (2.28).

mab

Cayuaj A =0

V oBom cay4ajy, noctoju boost kojum ce m® npesomu y 06uK:

b _ | At p
m —{ b A | (2.33)

50go je makie ycrmyTHE pedepeHTHH CHCTEM, Yy KOMe MaTepHja Koja ce HajJa3W y TadKH KOjy MoCMa-
TPaMO Mupyje.
6080 3naun ga je CTpyHa pacTerHyTa, U TEXKU Ja Ce CaxKMe, IOIIYT 3aTerHyTOr JAaCTUXKA.
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OgBze je A jeauHa CBOjCTBEHA BPEIHOCT, JOK je (i TTapaMeTap KOju HWje WHBAPH]AHTA, AJIu
IEIrOB 3HAK jecTe, 114 CAMHM TUM MMamo JieuHucana Tpu mnojcaydaja: p > 0, p = 0
u pu < 0. Yeaosu (2.30) ce oue cBoje Ha A > 0 u g > 0, unme je Tpehu monciaydaj
HCK/bydeH Kao Hedbusmuku. Taxo, cBaku HeTpusHjagaH m® ce Moxe pa3OUTH Ha CyMy
JIBe MaTpuIle, Koje oaropapajy curyamujama A =0, 4 > 0u A > 0, u = 0. Pasmorpumo
WX jeTHY TIO je/THY.

IMoacaydyaj A = 0, ¢ > 0. Y 0BOM cCJIy4ajy jeJMHHU CBOjCTBEHU BEKTOpP j€ HYJITOT, Tj.
CBETJIOCHOT THUIIA, ¥ HE MOCTOjU CHCTeM MUpOBama. (OBakBa CHTyallMja ce MHTEPIPETHPA
Kao Oe3amaceHa Marepuja. ¥ UYeTBOPOJIMMEH3MOHAJIHO] €JIeKTPOJAMHAMUIM, Ha IPUMED,
MOXKEMO pa3MaTpaTd KOH(MUIYPAIH]y €JeKTPUYHOr ¥ MATHETHOI I10/ha jeTHAKOI MHTEH-
3ureta, I/ = B, u mejhycobno oproronasuux npasana, E - B = 0. Y nmorogHo omabpa-
HOM pedepeHTHOM CHUCTEeMY, TEH30p eHeprHje—MMIIYJICa eJIEKTPOMAarHeTHOr oJha J00uja
00JIK:

E? E? 0 0
E? E? 0 0

%
r 0 0 0O
0 0 0O

OBakas je, Ha TpUMeED, JUHEAPHO MOJIAPU30BAH PABAH TAJAC KOjU Ce IPOCTUDE ¥ CMePY X-

oce, W BHJMMO JIa, TEH30D €HeprHuje-uMITyJIca uMa TadHo obsuk (2.33), ca yu= E* u A = 0,

¢ THM Jla UMa, JIBe eKCTpa IPOCTOPHE JTUMEH3Hje, jep je IpUMep 4eTBOPOANMEH3NOHAJIAH.
['pannunu yciosu (2.27) ce cBoze Ha:

0 1
- — 0
u(n n ) oM s

onmakie n’ = n'. Jlakie, BeKTOp HOpMaJe Ha TPAHHMILy je CBETJOCHOT THIA, 113 Ce Ha

OCHOBY HheroBe jepuHuImje BUIU J1a je 1 BEKTOP TAHT'€HTEe Ha I'PAHUILYy TaKole CBETIOCHOT
THUNA, IMTO UMILIAIWPA Ja je TaKBAa W caMa T'PaHHNa. Buammo j1a KOOpAWHATHA JIMHU)A
o = const. He MOxKe 7@ Oy/ie HA TPAHUIH, IITO je 3aIPABO PA3JOr 300r KOI HUCMO MOTJIH
Jla KOPUCTUMO OOJIMK MPAHUYHEX ycoBa (2.28).

IMoacaydaj A > 0, p = 0. Y OBOM cJIy4ajy CBOjCTBEHA BPEIHOCT A je JiereHepucaHa, W
JIBa CBOjCTBEHA BEKTOPA ce Mory m3abparu ja Oyy je/iaH IpOCTOPHOT a JPYTd BPEMEHCKOT
tura. Macenu TeH30p je He caMoO JujaroHaJIaH, HEr0 YakK MPOIOPIMOHAJAH METPUIIH,
m® = . Oso ce kosapujanTHO’ MOXKe 3amucaTu kao m® = My, u nedunumnre
no3uar ciaydaj Nambu-Gotoose crpyne. ['yctuna enepruje p je mO3UTUBHA, HHBAPUjaHTHA
7 jeqHaKa TEH3UjU:

p=-—p=A

"HapaBHO, aKO MOKEMO 0Baj U3pa3 Ja 3alHuIIeMO KOBAPUjAHTHO, OH OHJIA II0CTaje He3aBUCAH 01 H360pa
KOOPDAWMHATHOI' CUCTEMA.
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JeJlHaUMHE KpeTama Cy TavyHO je/I[HaYMHEe KOjé MUHUMU3UPAjy MOBPIIUHY CBETCKE MOBPIIIHA.
Y JI0KaJTHO MHEPIH]aJIHOM CHCTEMY, CBOJIE Ce HA TaJIacHy jeJHAdYNHY:

Dt Pt
or2  Oo2

Koja je ucra kao (2.31), anu caga caw = 1. Jakse, Nambu-Gotoosa cTpyHa je HanpaB/beHa
0] MaTepuje KoJI Koje je Op3uHa 3ByKa jeHaKa OP3WHU CBETIOCTH. Y MPUPO/IU HUje TO3HAT
HUjeJlaH eJTaCTHIHU MaTepHujaJl ca OBAKBUM CBOjCTBOM.

Y JIOKAJHO MHEPIHjaTHOM CUCTeMY (Yap = Map), JEUHE OAroBapajyhin o6JaWK rpaHu-
YHHUX yciaoBa je (2.21). 3aucra, oH ce cBOAU Ha

=0,

a, b _
Tl om T 0

ITO MOKa3yje Ja KOOPAWHATHH BEKTODH Ul HUCY JUHeapHO He3aBUCHU. Jlakje, MHepIu-
jaTHUM cucTeM je 00aBe3HO JleTeHepUCaH Ha rpaHuiy. Hajsuime mro MoxkeMo 13 ypaauMo
je Jla MCKOPUCTHMO HOrofial boost kako 6uemo mamectunu n’ = 0, u J10Bed TpaHUYHE
ycsoBe y yobuuajen obmuk u) = 0. Ako, ca apyre crpaHe, MHCUCTUPAMO HA PETyJIapHO]
napaMeTpu3aliiju CBETCKE IOBPIIKM, OJJHOCHO HA PeryjapHuM KoopjuHarama £%, Mopamo
Ja HalycruMmo wHeprnmjaaau cucrem. Camo Taja, MOXKeMO uckopuctutd obsmk (2.28)
IPAHUYHUX ycaoBa. Tako mobujamo

V=7 = 0. (2.34)

o=0,m

Buaumo 1a je MeTpuKa CBETCKE MOBPINY JIETeHePUCAHA HA IPAHUIM. [[aXK/bUBOM aHATH30M
ycaoBa (2.34) mobujaMo perrermne
(0 0
Vab O 711

y 0 = 0u o = m. Cuenujanuo, o = g uyuy = 0, IITO 3HAYN Ja je IPAHUIA CBETCKE
noBpmu cBersiocHor Tuna. OBo je mo3HaT pe3ysarar u3 pazmarpama Nambu-Goto crpyna
— KpajeBu cTpyHe ce Kpehy 6p3MHOM CBETJIOCTH.

Y oba A = 0 caydaja Koje CMO pa3MaTpaJiid, KpajeBu cTpyHe ce Kpehy Op3unoM cBerio-
ctu. llocroju, mehyTum, pasiuka y noHamamy UHIYKOBAHE METPUKE Yqp. & 0€3MaceHOM
cJIydajy MeTpuKa je peryiapHa Ha rpanumu (v # 0), mok je y Nambu-Goto ciyuajy nereme-
pucana (y = 0). Ha jesuky reomerpuje, cBeTCKa HOBDII HJIN IpPeCeNa TPOCTOPBPEMEHCKH
CBETJIOCHU KOHYC, WJIU Ta caMo noaupyje. HapasHo, cama cBeTcKa TOBPI je y 0ba caydaja
pery/jiapHa JIBOIMMEH3UOHAIHA TIOBPIII.

Cayuaaj A <0

Y oBoM cayuajy moctoju boost Koju mpesomu m® y obauK:

mab _ AN
A N |
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OBJe Cy IBe CBOjCTBEHE BPEeJHOCTH KOMILIeKCHO Komyrosame, A0 = N — i\ u \(D) =
A 4+ iX". Oarosapajyhiu cBojcTBeHM BEKTOpPH Cy Takolje KOMILIEKCHH.

Yeaosu (2.30) ¢y y HOTIYHO] TIPOTUBPEYHOCTH Ca TOPE-MM OOJIMKOM 32 m?. To 3na4n
Jla, HUKAT HUCY 33I0BOJHEHH, U & Ce YBeK MoxKe Hahu pedepeHTHH cucTeM y KoMe je (hIIyKe
enepruje Behu oy rycrune enepruje. OBaj caydaj je jmakje HedU3UUIKH, jep OJAroBapa
Marepuju Koja ce kpehe Opxke oy cBersiocTH.

Jla pekanuTy/JiMpamMo: CBOjCTBEHHU IIPOOJIEM KOjU CMO pa3MaTpaJid HaC je J0BeO JI0 TPU
paznuuuTa caydaja — caydaj A > 0 Koju ommcyje MacuBHY MaTepujy, ciaydaj A = 0 koju
omnucyje 6e3maceny u Nambu-GotooBy marepujy, u ciyuaj A < 0 koju onucyje Hebu3nIKy,
TaXUOHCKY MaTepHjy.

Hexomorena muctpubynuja marepuje

PasmoTpumo cTpyHy ca BeoMa HEXOMOTE€HOM JIUCTPUOYIIM]jOM MaTepuje. Y3MUMO PaJit-
KaJIHy CUTYyallu]y, TJie je CBa Maca CTPyHe KOHIEHTPUCAHA Y jeJHOj Ta4YKH, Tj. n3abepumMo
Macenu Tenzop m® na Gye:

1
m® () = | dsb®—=5% (¢ - x(s)) (2.35)
R V= ’
rie cy b mexm mapamerapm, ¢ = YX(s) Heka m3abpaHa JMHWja Ha CBETCKOj IOBDIIH
CTpYHE IapaMeTpu30BaHa pacrojambeM s. Kao mociemuiia oBora, TAHT€HTHH BEKTOD JIU-

HU]je, v i % MMa, jeJUHIYHY HOPMY, Y.v®0” = 1. VHTepecyje HAC da OIpeIuMO JHHH]Y

U3 jeITHAUNHA KpeTama CTPYHe.

JacHo, npumennhieMo UCTy cTpaTerujy Kao y IJIaBu 2.2 IpU YE€MY je jeauHa pa3/InKa
JIMMEH3MOHAJTHOCT TpocTopBpeMena (tamo 4, opzxe 2). [lakje, y KOBapUjaHTHU 3aKOH
onpxama V,m® = 0 yspctumo jennauuny (2.35). Pesysirar je TauHo aHaJoraH 4eTBO-
POJMMEH3MOHAIHOM CJIyYajy, M OAMaxX 3akibydyjemo na je b® oc v’ u na je Tpazkena
JIMHUja Te0J/Ie3UK Ha CBETCKO] MOBPIIU CTPYHE:

4 o + 0P . = 0. (2.36)
ds

Ho cana ce namehe cienehe nurame — 1a Jid je OBa JIMHUja Te€O/IE3UK U Y BEJIMKOM
npocropBpeMeny? OBO je HETPUBHUjAJHO MMHUTAIHE, jep CACBUM YOIIITE T'€0Ie3UK HEeKe IO/I-
MHOTOCTPYKOCTH HHj€ HCTOBPEMEHO U I'e0/Ie3MK MHOTOCTPYKOCTH KOja je caapxKu. l3abe-
PUMO TauKy Ha JUHHUjH X(S), 1 MIPUMETHMO 4 je TAHTeHTHHU BEKTOD JINHHje Y TOj TadKH,
v®, Takolje TaHTeHTHHM BeKTOp cBeTcke moBpmiu. IllTaBurie, oH je Takole m TaHTeHTHH
BEKTOP y MPOCTOPBPEMEHY, V TOj TaukKu. Pa3BujaMo ra cTora 10 KOMIOHEHTaMa 6a3UCHUX
BEKTOPa 0/Ir0oBapajyhux TaHTeHTHUX IIPOCTOPA:

dz"(x(s)) _ 92"(x) dx"(s)

po— — g Hg0
ot = = utv®.
ds ox*  ds “
Jla 6ucMo ucnuTanu Ja JIK je JIMHUja TPOCTOPBPEMEHCKH Te0/Ie3WK, PauyHaMo U3pas:
dot
— 4+ 0P

ds o
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U aKO je JIMHU]ja T'e0/[e3UK Y IPOCTOPBPEMEHY, OBO MOpa 6utu jeanako Hyiu. Vckopuctumo
nakJe dopmyny vH = utv® u (2.36), 3aMEHHMO UX y TOPHY U3pa3, HubEPEeHIuPaMo 1

CpPeIuMO, U CTHXKEMO JI0:
dov#

— + "I, = vavbvauff.
ds
Ho nomrro je m® oc b o< v™0°, jennavnna KpeTama CBeTCKe NOBPIH CTPyHE, m™V ul =
0, mMmIunIUpa 11, je vavbvauff = 0, ma 3aKJbydyjeMo J1a je:
dv*
d——FUpUUF‘upU :O,
S
Tj. TeoJe3WjCKa JIMHWja CBETCKE TOBPIIH CTPYHE je 3aucTa UCTOBPEMEHO W Te0e3UjcKa
JIMHUja MPOCTOPBpPEMEHA.

Ananuza oBor mpobJsieMa W TO3UTHBAH OATOBOP Cy TaKohe BaKHW Ca TadKe TJIeIH-
T3 KOH3UCTEHTHOCTH. AKO MMaMO CTPYHY BeOMa MaJie JIy’KWHE WU 00MMa, IVIeJaHO Ca
pacTojama MHOIO Beher o Te Jly»KuHe He BUIMMO Jla CTPyHAa uMa OUJI0 KAKBY j€/IHOU-
MEH3UOHAJIHY CTPYKTYPY U HE Pa3J/IMKyjeMO je Oj 4ecTuile. 3aTO O4YeKyjemMo Ja Ce BeOMa,
MaJia cTpyHa Kpehe, rpy0o rJieiano, o mpoCTOPBPEMEHCKOM I'eOJIE3UKY, & TOPHha AaHAJIN3a,
HaM IIOKa3yje Ja je TO 3aucTa U CJIy4a).

Nielsen-Olesen vortex auHmIja

Y npyrom npumMepy heMo pasMOTpPUTH TEH30p e€Hepruje—uMirysca 3a mo3uary Nielsen-
Olesen vortex koudwuryparujy nospa [19]. Ilosazumo ox sarpanxkujana ckajaphe eJjiek-
rpojgunamuke Higgsosor tumna y MinkowskijeBom 1pocropspemeny:

1 L1 . «
L= _Z ;wFu + §(vu¢>(vu¢) - )‘(¢¢ - a2)27
rae je V,¢ = (0, + ieA,)¢. llosnaro je [19] na oxrosapajyhe jeamaumue mospa mmajy
pellierbe Koje je CTATHYHO W JIOKAJM30BAHO OKO 2-0ce. ¥ MOJIAPDHUM KoOpauHaTaMa (1 =
pCOSp, Yy = pSin @), ¥ BPEMEHCKOM Tejily eJeKTpoMaraeTHor mosba A’ = 0, pememe nva
00JIuK

A=Ae,, ¢= |gz§|e_w,
rae cy A u |¢| dynkuumje camo ox p, Z0K €, 03HAYABA jeMHUYHE BEKTOD y MPABIY .

Henosnare dbyukuuje A(p) u |¢|(p) ce onpeljyjy u3 jenmaumna nospa. laneko ox z-oce,
Nielsen-Olesen pernreme 6p30 HOCTHKE BAKYYM

A=——, |¢|=a (2.37)

OH je KapaKTepHCaH OJCYCTBOM eJIeKTpOMarHeTHor mnojba, B = E = 0, u mpejcraB/ba
npaBu, GU3MIKA BAKyyM TeopHje. ¥ CpeauInTy, Kama p — 0, pelleme JTOCTUXKE JaXKHU
BaKyyM

B
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ca KOHCTaHTHUM MarHeTHuM nosbeM B = Be,, u 6e3 ejiekrpudnor nospa, E = 0.

Kako nuje nosuar ersakran anaantudku o0uk Nielsen-Olesen pemiema, mocmarpahemo
ra allpOKCUMaTHUBHO Ha cjejehu HauuH. /ledunumumo napamerap ¢ Koju Mepu ae0/pUHY
vortex pemema. ¥ obsactu 0 < p < /¢, anpokcumupaheMo I0Jb€ JIaXKHUM BaKyyMOM
(2.38), nok fiemo ra BaH Te 00/1aCTH ANPOKCHMUPATH MpaBUM BakyymoMm (2.37):

B
O<p<t: A=Zp [0 =0,
1 (2.39)
p>10: A=—— |¢9|=a.
ep
Henpexknanocr dynkuuje A(p) 3axreBa Ja MarHeTHO MOJbe 3aJI0BOJbaBa pesanujy B =
—2/el?. Y qmmecy { — 0 (pememe o6mKa GeCKOHAYHO TaHKe CTPyHE), B — oo, amu
dbaryke MarmeTHOr 10/ba 33P3KABA KOHCTAHTHY BPEIHOCT, —27 /€.
CaJsia cMO CIIpeMHHM Jia, M3padyHaMO T€H30p €HepIruje—MMIIyJICa:

= FuAF)\u + (v(u¢) (Vu)¢>* - 77;11/['7

IJie ce IoJipa3yMeBa CHMeTpHU3allfja II0 MHJEKCMMa y 3arpajama. JegHocTaBaH padyH
MOKa3yje Jla TeH30p eHepruje-MMIyJIca Hectaje BaH crpyne, 1" = 0 3a p > {, 10K y
yayrpammoctu, 0 < p < /, uma jujaronajan o0JIuK:

T,

%

2
00 __ 33 __ 4
T = ~T% = 5 + M,

2
TH=T% = 57 = A"
Y numecy ¢ — 0, oBO pelleme makie u3riaena Kao 6eCKOHAYHA TaHKa CTPYHA 4YHja ce
CBeTCKa INOBpPII IOKJamna ca t-z-paBHu. Kopucrehu napamerpusamujy &0 = ¢, & = 2z,
KOOD/IMHATHU BEKTOPH CBETCKE MOBPIIH HOCTAjy ufy = 0f, u} = J%, NOK ce mHIyKOBaHA
METPUKA 7Y, CBOAM HA 7). BUIUMO 7@ ce TeH30p eHepruje-UMIY/Ica MOYKe 3alMUCATH Y
06uky (2.14) rze je
VY = wl*T .

Jla 6ucmo 106msin cTabuTHO Pertierhe TUTIA CTPYyHEe, MOPAMO Ce OTAPACUTHU HEIOXKeJbHe TeH-
3uje y TpaHcBep3aJHUM npasiuMa. Jla 6ucmo oBo nocturiiv, GupaMo 1000/ iHe TapaMeTpe
y JarpaHKujaHy TaKo Ja 3a710BOJbaBajy Be3y

2
4 _
na ocuoBy wera 1% = —T33 = 4/e%(* npeocrajy Kao jeuue HEHYITe KOMIOHEHTE TEH30DA
enepruje—ummysca. Cana, nam b mnobuja obauk (2.20) ca
4
ab __ ab _

OBo je Tauno 061K Macenor Tenzopa m® koju gecpunnme Nambu-Goto crpyny. Hapasmo,
cBeTCKa MOBpII ({-2-paBaH) 3aJ0BO/baBa €(DEKTUBHE je[HAYNHE KpeTama cTpyHe (2.23),
IIITO ce JIAKO TTOKa3Yyje.
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Hanomennmo Ha Kpajy ja je ampokcumanuja (2.39) y mobpoj cariacHocT ca aHa-
qu3oMm Nielsena u Olesena [19]. Onu cy nponanum o6acT BpeHOCTH TapaMerapa KOju
omoryhaBajy ma ce BUX0BO vortex perreme Buau kao Nambu-Goto crpyna. ¥ Hammoj HO-
ramuju, A ~ e? ~ (al)™?> > 1, u T ~ a®>. OBo ce craxe kako ca Be3om (2.40), Tako u
ca jennaunroM (2.41). CuenujajiHo, BUAMMO Ja KAIJIMHI KOHCTAHTA € MOpa OMTH BeoMa
Benuka (pema (') ma 6um oGe3bequia KoHadHy Tensujy y aumecy { — 0.

OBaj npumep mpeacTaB/ba, JeMOHCTPAIK]Y jeJHe KOHKPETHE TEOPHje 110Jba, KOja CaJIPrKu
KUHK-pelee y o0ymky crpyne. I[llraBumre, y nutamy je Nambu-Goto tun martepuje,
npeMa KJjacu@pUKaIUju KAHOHCKMX OOJIMKa MAaceHOI TeH30pa. TuMe CMO IOKa3aju Jia
TeopHje M0Jba KOje cajip:Ke KUHK-PeIlemha y 00Ky CTPYHe 3aiCTa IIOCTOje, W Jla C€ MOTY
TpeTUpaTH alPOKCUMATUBHO HA HAYWH KOjU ¢MO TpeTnocTaBuau. HapasHo, onrosapajyha
KWHK-DeIeha Tala 3370B0JbaBajy eeKTHBHE jeTHAUNHe KpeTamba cTpyHe (2.23) Koje cMo
U3BEJU Y OIIITEM CJIyYajy.

EdekTuBHM Jarpan>kujaH

JelaH acmekT Koju 70 cajla HUCMO JuCKyToBaJiu je LagrangeeBa dopmynanuja edex-
TUBHE TEOpHje, Tj. JIeJCTBO KOje PEempoaAyKyje Kako jeJHadYnHe KpeTama CTPYHE TaKO U
IPaHUYHE YCJI0BE U3 BapujaluoHor npuHnuia. Morupanyja 3a pa3mMarpaime 0BOI' IUTAbha
je, Kako cMO O00jaCHWJIN Y YBOIY, »KeJha Jia Cce TOBEe¥XKY NeOMeTpHjcKe CTPYKType Kao IITO
je TopsHja ca MOCTYJIUPAHUM aHTUCHUMETPUYHUM HoJbeM B, Koje ce 00MYHO pa3MaTpa y
Teopuju crpyHa [7, 8,9, 10, 11]. OBy Be3sy je napasao moryhe nahu ynopeljusamem oaro-
Bapajyhux jeiHaunHa KpeTama, 6e3 norpede j1a ce (popMyJIHiie jiejCTBO Teopuje, aau O1uIo
Ou jeHOCTaBHUje U eJIeTAaHTHHje Hajupe (hpOpMyaHCcaTH JejCTBO a 3aTUM Ta YIOPEIUTH Ca,
CTaHIAPJHUM TOCTYJTUPAHUM JE€JCTBOM TEOpHje CTPYHA.

Ha 6ucmo dbopmyucaau IyCTHHY JIarpaHKUjaHa KOja Pemnpojaykyje jemnauunne (2.23)
u (2.21), majupe 6upamo Bapujabie mo kojuma he ce BpmuTu Bapupame. Hajupupomuuju
u360p je ¥, MOBMITO je TO CIydaj ca MO3HATUM e(DEKTUBHUM JIATPAHIKUjAHOM CJIOOO/THE
JecTure, a onrosapajyhe ”6psune” cy ut. [akie narpam:xkujan Tpeba fga Oyme dyHKIHja
OBUX BeJIMYMHA, U TaKohe IIPOCTOPBPEMEHCKe MeTPUKe ¢,,,. MehyTum, jejunu nauun ja ce
HalpaBe CKaJIapH OJf OBUX BEJMUYMHA je 12 ce pazmarpa garpankujal tuna Leg = Leg(Vap),
r7ie je Yq pynkumja:

Vab(Uls Guv) = Gy U Uy -
Jludepennupamo JarpanKujaH Kao U3BOJ, CJI0KeHe DYHKIH]je:
aL:eff o aL:eff Ved %
ouly  0v.q Oub Mad
3aTuM paJauMO UCTO TO 3a TH:

aﬁeﬂ o aL:eff afchl o aﬁeﬂ p.c
Ok - a’ycd O - aycd UUg (FPUM + FUPM) :

Cana 3amemyjemo 0Bo y Euler-Lagrangeese jennaunne

0 Eeﬂ aL:eff -

ouly OzH

= 2Ug G

a
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u jg0bujamo:

aﬁeﬂ ) aﬁeﬂ
O, ub | + uuf I, = 0.
( Ned d Mea d g

OBo je BeoMa Jiell pe3ysITarT, jep ce MO¥Ke JUPEKTHO yrmopeauTn ca (2.22) nam vak (2.11).
Tako 3ak/byuyjemo jia, He OMCMO JIU HAILJIU OAroBapajyhu jarpankujan, Tpeda 1a pernmmo

nudepeHnujainy jeTHaYUHY:
OL ot “
5 = V—ym™®.
Vab

Kao npBu kKopak, cetumo ce ja ce Log TpaHChOPMHUIIIE KA0 CKAJapPHA TYCTUHA, U YBOJIUMO
CMeHy BapujadJiu:

‘Ceff =V I(Vab; mab)’
b

rie je I Heka WMHBapHUjaHTa HAIpPaB/heHA HCKJ/bYYUBO O Yo U M. JludepeHnujaana
jeIHaYnHA JI00Kja MaJIO0 KOMIJIMKOBAHUjH OOJIHK:

or 1 \
“~AT — pab, 92.42
D1 +357 m (2.42)

ORo je 3ampaBo cuCTeM 0J1 HEKOJIMKO HEXOMOTEHWX JIMHEAPHWX MaPIHjaJHUX 1udepeH-
IUjaJHUX jeJHAYNHa MPBOT pena mo jenHoj jeaunoj ¢dyukmuju [. Jla 6m cucrem mmao
perreme, MOpa OUTH 3310BOJ/bEH YCJIOB KOH3UCTEHTHOCTH:
0?1 0?1
MabVed  OVedOVab

Kopucrelin (2.42) oBo ce cBoau Ha ycjios 3a m®:

om® 1 omet 1
4= cdmab — 4+ Z ab cd‘
Mea 27 OVab g m

PasmoTrpumo caja aBa caydaja. 1Ipsu caydaj: m® He 3aBHUCH O Vqp. YCIOB KOH3HCTEHT-
HOCTH Ce CBOJM Ha jeHAYUHY:
,.)/abmcd — ,.)/cdmab7
KOja HeMa HeTPHBHjaJIHO pelleme 3a m®. Jpyru caydaj: m® je dbyHkuumja v.,. Ilomro
HeMa JIPYTUX TeH30pa y UT'PHU, Ha OCHOBY WHJIEKCHE CTPYKTYype jeduHa MoTryha cuTyaluja
jer
m® = Cy™, (2.43)

KOja 33/10BO/baBa yCJIOB KOH3UCTEHTHOCTH.

Jlaxne 3ak/pydyjeMo ma edeKTHBHU JarpaHKUjaH TMOCTOju caMo 3a caydaj Nambu-
Gotoose crpyne. [la 6ucmo oBo mposepuiu, 3amenumo (2.43) y (2.42) u youumo na ju-
depeHIMjaaHa jeJHAYMHA TIOCTaje XOMOI'€HA:

0
a'.)/ab

1
(I —2C)+ évab (I —2C)=0.
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XomoreHa jegHadnHa uMa TpuBHjaaHo perteme, [ — 2C = 0, koje, Bpahamem Ha moueTHy
BapwujabJLy, mocraje:

Eeﬂ‘ = 20\/ .

OBo je Tauno Nambu-GotooB jarpaHkujaH.

Y cayuajy vecruie, umamo m = C'/ Kao ayTOMATCKy IOCJICAMILY jeJHAYMHA KPETatba,
112 HemaMmo Jpyror uzbopa ocum Leg = /7, KOju olleT jiaje yobu4uajeHo JiejcTBO 3a YeCTHILy:

Segz/ﬂgdgﬁz/Rm.

Tako, y ciaydajy dectuile HeMaMO HUKAKBOI M300pa KaKO HA HWBOY jeHAYMHA KPETarba,
TaKO W Ha HUBOY nAejcrBa. Mebhyrtum, y ciydajy crpyse, mocrtoju camo Nambu-Gotooso
7ejcTBO, IOK Ha HUBOY jeJHAUMHA KpeTarba II0CToju Moryhnoct m3bopa ma m® 6yme mam
ue Oyme Nambu-Goto Tuna. OBo HapaBHO He IIPeICTaB/ba IPOo0JIeM 3a jeJHAUnHe KpPeTarba,
Beh HemocTaTak BapHjallMOHOT MeTO/Ia Kao MPHUCTYTa KOHCTpyucamy Teopuje. llpocto
peveHo, KOHIENT W3Bohema jeTHAYNHA KPeTarha U3 HeKOT JIejCTBa HeMa, JOBOJbHY OMIITOCT
na omoryhu m3Bohermbe jeTHaYMHA, KpeTama ca KojuMa ce oBje cpehemo.

[Iro ce tuue rpannunux yciaosa, (2.21), y Nambu-Gotoosom cityuajy ce 3Ha na ce
[I0jaBJbYjy TAYHO KAaKO Tpeba, ajid MOIITO y ONINTeM CJaydajy Huje Moryhe dopmynucatu
JlarpaHxKujaH, HUje Moryhe HM pa3MaTpaTd IpaHUYHE YCJIOBE.

Ha xpajy, BaxKHO je Ja MPOKOMEHTApUIIEMO joIl jeaHy cTBap. /Jlokazaam cMo Hermo-
crojame jarpamkujana tana Leg = Leg(7ap). MebyTum, oBaj m10ka3 He MOpa Ja BaXKu
aKO JO03BOJIUMO IMOCTOjarbe MOMOhHUX Bapujadau y Teopuju. PolyakovipeB sarpankujan
3a CTPYHY je THNHWYaH mpuMep 3aobmaaxkerba Nambu-GotooBor jarpankujana Ha padyH
yBOhema eKcTpa Bapujabyiu y Teopujy. ¥ MPUHINUTY je MoTyhe 1a ce HEITO CJIMYHO ypaau
y OIIITEM CJIy4ajy, ajd 3a caja He IMOCTOjHu Je(UHUTUBAH OJTOBOP HA OBO MHUTAIHE.

2.5 bpana

Y moryiaB/by 2.2 cMO pa3MaTpaJjy 4ecTUIly, Koja ca MPOTOKOM BpPEMEHa OIHUCYje jeTHY
JIMHU]Y, Tj. jeTHOIMMEH3MOHAJHY MHOTOCTpyKOocT, M;. Ha 0B0j MHOroCcTpykKOoCTH CMO
YBEJIM KOODAMHATY &, TAHT€HTHU BEKTOP ul = uj W WHIYKOBAHW METPHYKU TEH30D Y =
Yoo- Kopucrehu mera, moxkemo aedunucatu u koedunujente kKonexcuje, I' = Vg, u
TOTAJHA KOBapHujaHTHHU u3Boj V. OcuM oOBOra, mojaBHO HaM Ce€ MacCeHU TEeH30p, KOju ce
y OJHOCY Ha perapaMeTpu3alujy JinHuje TPaHC(HOPMUIIe Ka0 KOHTPABAPHU]JAHTHU TEH30D
apyror pepa, m = m%. Ocnosnu pesyiararu, edekrTuBHa jejHaunna kperawa (2.11) u
3aKOH KOBAPUjAHTHOI OJ[pXKarha MAceHOr TeH3opa (2.12), Mory ce 3ajeJJHO KOBapUjaHTHO

samucatu y 06muky Vo(mu*) =0 1j. Vo(m® uf) = 0 1j.:

Va(m®up) =0, e a,b e {0}.
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Taxkobje, Tenzop enepruje-mmmysca Koju omnucyje uecruiy, (2.5), MokemMo 3anmcaru y
0b6mKy®:

T (r) = /M d¢ ﬁm“bufjuz\/%_géw (x — 2(8)), e a,b e {0}.

[Tpu Tome, muOrOCTpYKOCT M (6ynyhu GeckoHauHa ¥ jeJHOAMMEH3UOHAHA) HUjE MMAJIa
rpanuiy, OM; = (), ma ce rpaHUYHE yCI0BH HUCY nojaBusn. CBe OBe jeHAYHHE Cy MAHH-
dbecrHO KOBapujaHTHE KaKO y oHOCY Ha judeomopdusme npocropspemena, Diff(X X R),
Tako u y ofnocy Ha judeomopdusme csercke smuuje, Diff(My).

Y noriapsby 2.3 ¢cMO pa3MarpaJiu CTPyHy, KOja ca IPOTOKOM BpPEMeHa OIUCYje jeHy
MIOBPIII, Tj. JBOAUMEH3MOHAJHY MHOTOCTPYKOCT, M. Ha 0BOj MHOTOCTPYKOCTH CMO YBeJIH
koopmunare ¥ = 7 u ! = o, TaHreHTHE BEKTOpE U/ W MHIYKOBAHW METPHYKH TEH30D
Yap- Kopucrehu mera, nedpuHucaam cMo U Koedunujente KoHekcuje, ['%,., ¥ TOTAJTHU
KOBapujaHTHU U3BOJ V,. OcUM 0BOTa, MOjaBUO HAM Ce MaCeHH TeH30p, KOjU ce Y OJTHOCY Ha,
penapaMeTpu3alujy JuHuje TpaHchOopMuIie Kao KOHTpaBapujaHTHU T€H30D JAPYTOT pejia,
m®. OcHOBHH pe3ynTaTH, ebeKTHBHA jeTHAYNHA KPeTarba (2.26) u 3aKOH KOBAPHUjaHTHOT
OJIpKara MaceHor TeH30pa (2.25), ce 3ajeiHO KOBAPUjAHTHO 3aIUCY]y y OBJIMKY:

Va(m®ul) =0, rie a,be{0,1}.

Taxkolje, TeH3op enepruje-mmiysca kKoju omucyje crpyHy, (2.29), moxe ce 3amucatu y
00JINKY:

T (z) = /M d%ﬁmd”uz‘uzﬁﬁ‘”(m—z<£>>, v abe {01}

[Tpu Tome, MHOTOCTPYKOCT My MOXKe (Maja He MOpa) uMmaru rpanuny, dMs, ma cy ce
M0jaBUJIM IPAHUYHE yCa0BH (2.21):

V=ym®nyut =0.
oMo

U oe jeqnaunne cy MaHuMECTHO KOBapHjaHTHE KAKO y OJHOCY Ha audeomopdusme mpo-
cropBpemena, Diff(X x R), Tako u y omsocy Ha mudeomopdusme CBETCKE MOBPIIH,
Diff(My).

Kao mTo ce Buam, a Kako cMO W NMPOKOMEHTapUcaJaud Ha Kpajy TMorjaaBba 2.3, cBe
OBe jeTHAYWHE Cy YNaJ/bUBO HCTOBETHOI OOJIMKA, W OBO HUje caydajHocT. KOHKpeTHO,
jeamna pazanka’ naMeljy cBake o1l OBUX jeJHAUMHA 32 YECTHILYy M OAroBapajyhe 3a cTpyHy
CacToju ce y JAMMEH3WOHAJHOCTH MHOI'OCTPYKOCTH KOjJOM Ce OTHCYje KpeTawe, ITO Ce
NpeHocu Ha OpPOj He3aBHCHUX KOOPJAWHATA Ha O] OJHOCHO OPOj Pa3/IMYUTHX BPEJTHOCTH

8Merpuka /HUje je TO3UTHBHO nedbuHUTHA, Yoo > 0, Na je TakBa U JeTepMuHaHTa, v = det[ygo]. 360r
TOra y M3pa3y 3a TEH30p eHepruje-MMIIY/ICa CTOjH /7 ymecTo /—7v. OBO je mocieauia YumeHnIe 1a je
MHOTOCTPYKOCT M jeIHOIMMEH3NOHAIHA, (14 HA HhOj HEMAMO [IPABAIA TPOCTOPHOT THIIA.

9Jemuua 110 HA JETATBE OKO CUIHATYPE METPHYKOI TeH30DA.
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Koje ojarosapajyhu unjgekcu mory umartu. llpupomno ce mamehe nurame ja Jim he ce
UCTe OBAaKBe jeJ[HAUYMHE JIOOUTU M YKOJHMKO YMECTO CTPYHE HMOCMaTpamMo MeMOpaHy, WJIu
omTuje, p-opany. OAroBop je HOTBP/aH, ¥ UCTU IMOCTYIAK KOjUM CMO M3BEJIU jeHAUNHE
3a YECTHUILy ¥ CTPYHY MOXKe C€ CIIPOBECTU HA UJIEHTHYAH HAYWH M JTOOUTH UCTH PE3y/ITaT
(neheMO eKCIIMIMTHO JEMOHCTPUPATH OBaj OIINTH CJIy4aj, jep Hema norpebe). Taxobje,
MOYKe ce BUJETH Ja HeMa HoBux pesyarara'’ npm mpesacky ca crpyse Ha p-Opamy.

Jlpyra BazkHa 0COOWHA HA KOjy Tpeba CKPEHYTH MaXKIby je YHIbEHUIA Ja y TOCTYIKY
u3BOhema OBHUX pPe3y/TaTa JJHMEH3Hja IIPOCTOpBpeMeHa, [D = 4, Hurje He HUrpa yJory,
ocuMm mTo urypuiie y 0 GyHKIUjH y KPAjIbeM Pe3y/aTary 3a TeH30D €HePI'Hje UMILYJICA.
Jpyrum peuuma, U y OBOM CMepPY Ce pe3yJITaTh MOTY HPABOJUHUJCKH YOIIIIITUTH.

Komnnernocru panu, makie, HaBeIuMO Pe3y/ITaT y OHIITEM CJIy4ajy KpeTama p-OpaHe
v D-ammenzuonasinom npocropspemeny. Heka npocropspeme mma Tonosiorujy 2 X R,
e je dimY = D — 1. Heka ce y wmemy kpehe p-Opana, omnucyjyhu nmputom cBeTCKY
xuneprospi M, (jacuo, npermocrasspa ce ga je D > p + 1). Xunepnospiu je 3ajara
mapaMeTapckuM jeiHaumHama vt = zH(£%). YV Hajuukoj, single-pole ampokcumaruju,
KaJia je OpaHa MjieajiHO IIJbOCHATA, OBE IapaMeTapCKe jeqHadnHe ce J100Mjajy Kao pelnema
epeKTUBHUX jeHAUYNHA KpeTarma p-Opaue:

Va(m®ul) =0, e a,be{0,1,....,p}, pne{0,1,....,D—1},

W BayKM 3aKOH KOBAPHUjAHTHOT O4yBama eGeKTHBHOT (p + 1)-IMMEH3MOHAJHOT TEeH30pa
eHepruje—umiyJica 6pare (T3B. MaCEHOI TEH30DA):

V.m® = 0.

OcuM oBora, yKOJIMKO MHOIOCTpyKocT M, 1 uma rpanuny, OM, ., # 0, mopajy Guru
3a/10BO/bEHU I'DAHUYHU YCJIOBU:

ab
VvV —ym®nyul; =0,
OMpt1

NOK je (TipaBu, IPOCTOPBPEMEHCKY) TEH30D €Hepruje—uMIlyJica p-OpaHe JaT Kao:

! (D) r—z

[TpokoMeHTApHUIIIIMO HA KPAjy jOI U TO /1 Ce U Y OBOM OMIINTEM CJIy4ajy MOXKe yPaIUTH
KJacuduKaIyja KAHOHCKAX THIIOBA MaCeHOT T€H30pa MCTO Kao y CIy4ajy CTPYHE, ajIu Ja
Cy pe3y/ITaTh CBaKakKo JApyrauuju. ¥ Behem Opojy AUMeH3Wja, MACeHU TE€H30p MMa BUIIE
HE3aBUCHUX TTapaMeTapa, 1a je 6poj MOryhux pa3nduTuX TUIIOBA MaTepHUje CBaAKaKO Beh.

T (x) = / dPHVE /=y m®Putul
Mpt1

10T]ojaBa rpaHUYHUX YCIOBA, KOjH Cy OMIM KBAJMTATUBHO HOB DPE3YJTAT, IPHU IIPETACKY €3 JECTHIE
Ha, CTPYHY TPEICTAB/bA, CHEIMMUIHOCT jeTHOAMMEH3NOHAIIHE MHOrOCTPYKOCTH M KOja mpOCTO HEMA
rpanuy. I[lpw pasMarpamy BUIIEAMMEH3MOHATHUX MHOTOCTPYKOCTH (moueB ox Ma, Tj. 0f CTpyHe),
OBAaKBUX CHe]_II/ICbI/I‘IHOCTI/I BUIII€ HEMA.
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2.6 3akJspydak

Y 0BOM pajiy CMO pa3MarpaJii JUHAMUKY PEeJaTUBUCTUUYKUX MaTEPHUjaJHUX CTPYHA Y
3aKPUBJ/EEHOM TIpocTOpBpeMeny. [eomerpuja mpocropepemena je Riemannosa, omucana
METPUYKUM TEH30POM KOju ce J1obuja Kao pelieme EinsteinoBux jeHavuHa OIIITE TEOpHUje
PEJATUBHOCTY y NPHUCYCTBY HEKWX MoJba MaTepuje. Komkperan o0/uK JlarpaHKujaHa 3a
1M0J/ba MaTepHje MPUTOM HUje TPEeru3upaH.

[IpermnocraBsbeHo je, mehyTum, ja jejHaduHe KpeTamha 110/ba MaTepuje UMajy peliemha,
y 00JIMKYy CTaOMJIHUX KUHK-KOH(UI'ypallija, KOje ce MOr'y alpOKCUMATHUBHO IIOCMaTpaTH
Ka0 Tadkacre (YecTHNa), JuHUjcKe (CTpyHa) wiu BuineguMen3uonanue (6pana). Ilub
pa3MaTpama Cy e(eKTHBHE jeJHAYHHe KPETaha OBUX KUHK-DEIIeHha.

Meton kojuM cy oBe edeKTUBHE jeTHAUNHE KpPETalba W3BeJeHe Ka0 OCHOBHY HJIEjy KO-
puctu Mathisson-Papapetrouos meron [12, 13| 3a ciydaj taukacre dectume. Merox je
dbopmasin30BaH KOpulihemeM pa3Boja TEH30pa eHepruje—UMILYJICa MaTepHuje y pe Mo u3-
BomuMma Diracose ¢ dynkiuje, rie ce PapapetrouoBu MoMeHTH jaBibajy Kao KoebUIIHjeHTH
y pa3Bojy. OBa ¢dopmasinzaimja je omoryhuia kako MaHu(pECTHO KOBAPUjaHTHO U3BONeme
je/lHauYMHA KPeTama, TAKO W YOIIITABAe CAMOI METO/a Ha CAydajeBe KOju HHUCY TadKa-
cre KOHUTypaluje 10/ba, Beh ekcreHupane 10 jeJHOj Wik BUIIE IIPOCTOPHUX JIMMEH3Uja
(crpyne, p-OGpane).

Pesynrare moxkemo cymuparu Ha ciaemehm naumn. Hajupe je, kao gemoHcTparuja
dopmam3ama, u3BeieHa ebeKTUBHA jeTHAUNHA KPeTamha 33 TAYKACTH KUHK, Y HAjHUXKO],
single pole anpokcumanuju. /lobujena jeaqHaunHa je ynmpaBo Treojie3ujcKa jeTHAYMHA, KAO
mTo je u no3naro u3 [13]. Barum je dopmasmzam y McToj anpoOKCHMANUH TPUMEEEH Ha
KWHK y OOJIUKY CTpYyHe, U u3BejeHe cy edeKTuBHe jeJHauYWHe KpeTara, Kao U ojpehenu
IpPAHWYHK yCJIOBH (KOje KpPajeBH CTPYHE MOpajy Ja 3aJ0BOJbe, YKOJIMKO ITIOCTOje), Kao
TJIaBHU pe3yJiTaT.

3a pas/uKy OJl 4eCcTuIle, y jeTHaYnHAMa KpeTarba W TPAHUYHUM YCJIOBHMA 33 CIyYaj
CTpYHE TI0jaB/byje ce e(heKTHBHHU JBOJHMEH3HOHAJHHA TEH30D €HEeprHje—HMIIYJICa KHHKA,
T3B. MaceH: TeH30p M, Koju je KOBapHMjaHTHO OYYBaH, aJi WHadYe IPON3BO/bAH. BarkHa
TIOCJIETUTIA j€ YNFHeHUIIA J]a Ce KOMIIOHEHTEe OBOT T€H30pa He MOTY eJTUMUHUCATH U3 jeTHA-
YWHa KpeTamkha IMOTOTHUM W300pOM KOOpJAWHATA, KaKo je Ouao Moryhe y ciaydajy decTwuiie.
[IpousBo/pbHOCT y U300PY MacCeHOT TE€H30pa je MOTHUBUCAJA Pa3MaTpaimbe HeroBUX KaHOH-
CKUX 00/iMKa ¥ Kjaacupukaiujy Moryhux THUIIOBa MaTepHje OJ KOjUX ce CTPyHa MOKe
cacrojaru. Pe3syaTar je jma mocroje Tpu OCHOBHA (DUBUYKM pejieBAHTHA THUIIA MaTepHje
— MaceHa cTpyHa, 6e3maceHa crpyna u Nambu-GotooBa cTpyHa, MOK OCTaJu KaHOHCKHU
00U OATOBapPajy HEMU3UIKO]j, TAXUOHCKO] MATEPH]H.

3aTuM cy pa3MOTpeHa JBa MpUMepa KOju peasin3yjy KOHKpeTaH m300p MaceHOT TeH-
3opa. lIpBu ce Tnue moryhHocTu HexoMmorene AUCTpuOyIyje MaTepuje My CTPYHE, IITO
je JeMOHCTPUPAHO Y eKCTPEMHOM CJIyd4ajy Ka/ia je CBa MaTepuja CTPyHe KOHIEHTPHUCAHA,
y jeaHoj tauku Ha cTpyHu. U3Besene cy edekTuBHE jeqHauYMHE KPeTamha OBE TadykKe, U
IIOHOBO J00MjeHa reoje3ujcKa jeJHauYWHa, IITO IPEeJACTaB/hba ITPOBEPY KOH3UCTEHTHOCTH
nocrynka'l. JIpyru mpejicTaBiba JIeMOHCTDAIMjy je/He KOHKDeTHe TeopHje HoJba KOja

HKou3ucrenTHOCT Ce CACTOju y IHTamy Ja JIM Ce CTPyHAa MasuxX auMeH3uja xpehe mpubim»KpHO Kao
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CaJIP2K¥M KUHK-PeINieha y 00JIMKYy cTpyHe. ¥ HajrpybJ/b0j anpoOKCUMAIlMjU je W3padyHaT
macenn Ten30p 3a Nielsen-OlesenoBo vortex pererme jegHadnHa 110/ba 32 CKAJAPHY €JIeK-
TpoauHaMuky HiggsoBor Tuma, u moka3aHo je na oo uma ocobune Nambu-Gotoose cTpyHe.
Tume je JeMoHCTpHpaHa OIpaBAaHOCT single pole arpokcumanuje 3a cTpyHy 2.

Hakon pa3smarpama OBUX IpUMeEpa, HAIPABJ/HEH je OCBPT Ha LOKYyIiaj ¢dpopmyJiaiuje
edeKTUBHOI JiejcTBa KOje Ou penpoykoBajio edeKTUBHE jelHaYMHEe KpeTaimha CTPYHE U
IPaHUYHE YCJIOBE 3a ONLIITH CJIy4aj MaceHoI' TeH30pa. YKa3aHo je Ha Teimikohe Koje ce
Ty jaB/bajy U JE€MOHCTPHUPAHO je Jia ce e(DeKTUBHU JIarpAHKHUjaH He MOxKe (POPMYIUCATH
0e3 ynorpebe moMOhHUX Bapujab/M y TEOPHUjH, KOje HUCY y JYyXy UYUCTO I'€OMETPHjCKOT
IPUCTYTIA.

Hanokon, ynTtaB nocrynak u3Bohema epeKTUBHUX jeTHAYNHA KPETarha YOIIITEH je Ha
caydaj p-oOpane y D-nuMeH3UOHATHOM ITPOCTOPBPEMEHY. JeTHAYNHE KPeTamha, U TPAaHuIHU
YCJIOBU MMAjy UJEHTUYaH OOJUK Kao y CJIy4ajy YecTUIlle W CTpPyHe, ¢ THM JIa je MaceHu
TeH30p caja (p + 1)-IuMeH3nOHAJAH, 3 CAJAPXKU MHOTO BHUIIE HE3ABHCHUX MapaMeTapa.
To uma 3a nocsieguity MHOTO Behim BapujereT y THIIOBMMA MaTepHje 0j KOjJUuX Ce MOXKe
cacrojaru p-OpaHa.

Ha xpajy, pasmorpumo moryhe mpapie ga/bux mcrpakubama. OHHE ce MOTy rpybo
MOJIEJIUTU Yy YETUPHU IJIaBHE I'PYIIE.

e [enepasm3anmja Ha cydaj TpaBUTAINMje Ca TOP3UjOM. ¥ CJIydYajy Kajda ITPOCTOP-
BpeMe OCUM KPUBHHE CAAPXKU ¥ TOP3U]Y, TOCTOjU U3PA3UTA, HEjeTHOZHAUHOCT Y Tpe-
JMUKIAjaMa O eeKTUBHOM KPeTamy KaKO YeCTUIa, TAKO W eKCTeHINPAHUX 0bjeKaTa,
KOja ce He MOXKe YKJIOHUTH HU (PeHOMEHOJIOMIKH 300T OJICYyCTBa €KCIIePUMEHTATHUX
pe3yiaTata. KOH3UCTEHTHO pa3MaTparme KpeTama CTPyHe Y 3aKPUBJ/bEHOM IIPOCTOPY
ca TOP3HUjOM He IOCTOjH, TOK 3a YECTHILYy IOCTOjU HEKOJUKO MAaPTUKYJIAPHUX pe3yJ-
Tata. OBO MHUTaIbe je BaXKHO KAaKO 300T MUTaha MOTYNHOCTH 33 €KCIEePUMEHTAJHY
JIETEKINjy TOp3Uje MPOCTOPBPEMEHa, TaKO W 300T ONpaBIaBama U AyOJ/her pas3yMe-
Baba TMOCTYJIaTa y TEOPHjU CTPYHA.

e Pazmarpame caenehe, pole-dipole anpokcumanuje. Moryhe je y3etu y 0063up cie-
nehm wnan y 0 pa3sBojy TeH30pa €HEPruje—MMILYJICa, U M3PAYyHATH TPBY TONDPABKY
Ha jegHaunHe KpeTama. OU3NYKH, OBO 3HAYN y3UMAhe y 003UP MOMEHTa MUMITYJICA,
Marepuje oJ Koje ce KuHK cacroju. OBo je 3a ciayuaj wyecrune seh ypabeno [13],
aju 3a CTpyHy u p-OpaHy HHje, W HHje jaCHO Ja Jiu he ce moupaBKa OJPA3UTH U
Ha OOJIMK T'paHMYHUX YCJIOBa, WM CaMO Ha jeJHa4YuHe KpeTama. (Ocum Tora, y

YeCTHUIa, IITO a priori He Mopa ma Oyme ciaydaj. YumeHuna ga je OAroBop MOTBPIAH TOBOPH /13, AITPOKCHU-
MaIja MaTepuje JOKaJIn30BaHe HA HEKOj MHOTOCTPYKOCTH He 3aBUCH Of] TUMEH3H]je CaMe MHOTOCTPYKOCTH,
y CMHUCIIy KOMIIO3uIyje nocTtynka. Hanme, yKOINKO MPETIIOCTABIMO /13 je MaTepHja JIOKAJIIM30BaHA HA JIH-
HUjU, & 3aTUM IPETIIOCTABMMO [ je JIOKAJIM30BAHA y jeJHOj TAYKU HA TOj JIMHUjU, PE3YJITAT HE CMEe I3
Ce pasJIMKyje OJ] NPEeTIIOCTABKE J3 je Marepuja y CTapTy JIOKAJIU30BAHA y TAYKU. ¥ CYNPOTHOM OUCMO
MOIVIM 12 3aKJ/by49HMMO Ja METOJ HHje KOH3UCTEHTAH, jep 3aBHUCH O, JUMEH3Uje MHOTOCTPYKOCTH KOjOM
AIIPOKCUMHUPAMO MATEPHU]jy, OJHOCHO Of, PEIOCIEA CYKIIECUBHIX AIIPOKCUMAIIN]a.

12Mormo ce, Hamme, TOTOIUTH fa He TIOCTOjU HHU jejiHa TeopHuja Mosba KOja MMa KUHK-Pellere y 00Ky
CTPpYHE KOjeé Ce MOXKe€ IOCMATPaTU y OBOj alpOoKCHMauuju. 10 OM 3HAYMIO A OCHOBHA, IIPETIOCTABKA
HAYWIHEHA Y DAY HUje HUKAJ UCIYHHEHA.
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ciydajy Ja KMHK Hema macy (Tj. na je Bomehim cabupak y ¢ pa3Bojy HyJa), oBa
MpBa MOINPaBKa 3aIIPaBo MMPeACTaB/ha HAJHUKY AIIPOKCUMAIN]Y 3a KUHK, U o1pehyje
BEerOBY TPajeKTOpHjy.

o Kiacudukanuja Moryhux KaHOHCKUX 0OJTMKA MACEHOT TEH30pa 3a OMIITHU CJIYYaj p-
Opane. Pe3ynraTu oBe aHa/m3e OM MOTJIM OUTH KOPUCHU Yy TPUMEHU TEOpHUje CTPYHA
1 MeMOpaHa IIPU MOJETUPAIby XaJIPOHCKUX WHTEPAKIUja U Yy JIPYTUM 00JIacTUMA TJie
ce jaBJba MOTpeba 3a eKCTeHIUPAHUM 00jeKTHMA.

o Qopmysanuja epeKTUBHOL JIarPDAHXKHUjaHa OJJHOCHO JI€jCTBa 3a H3BeJIeHe je/IHAYnHe
Kperama. [IuTame HauMHA HA KOju OM ce OBO MOIVIO YYUHHUTH j€ PEJIATUBHO HEjacHO,
a pe3ysTar Ou 6MO KaKO KOPUCTaH, TaKO M BaxkaH. Haume, eBeHTyaJIHU JlarpaHKu-
jan 6u omoryhuo kaHoHncky anaJindy Hamiltonose crpykrype edekTuBHe Teopuje, u
JIPACTUYHO OJIAKIIA0 CBE aHaJu3e Be3aHe 3a nurama cumerpuje. Konauno, jarpa-
HXKMjaH Ou omoryhno Kako pasmarpame aJTepHATHBHUX TeOpHuja CTpyHa Ha (PyH-
JIAMEHTAJIHOM HHUBOY, TAKO ¥ MOJIE/IUPAhe PA3HOPA3HUX e(DEeKTUBHUX TEOPHUja CBYIA
I7e TeopHja CTPyHa U p-OpaHa MMa IMPUMEHY.

Hamomenumo jorrr jia MOCTOju ¥ je/laH MaTeMaTHYKHU IPaBall MCTPAXKUBaba, KOjUM On
ce ersakTHO 3aCHOBAO pa3Boj y pesn mo m3Boauma DiracoBe d (byHKIHMje, CKHIIUPaH y 0-
natky A. TTorpe6uo je dbopmynucarn (u gokasaru) oarosapajyhie reopeme koje ou nedu-
HHCAJIe U npernu3upaJe obJiacT MPUMEH/BUBOCTH Pa3B0oja, yCJI0Be KOHBEPIeHIrje, 0COOnHe
KoeduimjeHara y pa3Bojy, UT/I.






HomaTtak A

PA3B0OJ 110 NU3BO/INMMA
DIRACOBE o0 ®YHKIINJE

OBaj nonarak je mocsehen popMau3My pa3Bujarba gaTe MyHKIUje y OeCKOHAYAH Pe/l
o u3BozuMa Diracose § dbyukiuje. M3poheme kbyunux dpopmyiia (A.3) u (A.4) je HauBHO,
0e3 MaTeMaTH4YKe CTPOTOCTH, Tj. IPETIIOCTAB/baMO Ja JaTa PYHKIM]ja KMa CBe OCOOUHE TI0-
TpebHe 3a m3Boheme. Ha kpajy hemo matu jeqny "HTYUTUBHY WHTEPIPETANU]y pe3y/ITaTa,
U TIOBE3ATHU Ta Ca Pa3BOjeM MO0 MYJTUIOJUMA, J00PO TO3HATUM U3 eJIeKTPOINHAMUKE.

Pasmorpumo peanny dyukiujy f(x), u 3amumumo je kao Fourieros unrerpan (moapa-
3ymesajyhu 1a men Fouriero tpancdopm, f(k), mocroju):

f(x) :/de;f(k)eikx, rae je  f(k) = i/dxf(a:)eikx. (A.1)

27TR

Cana pa3BujaMo f (k) y Tayloros pen oko Tauke k = 0 (takolje mpernocraspajyhiu ma je
oBo moryhie):

; S 1 d"
f(k;):nz%ank, an:m%(k)

Barum 3amennmo (A.2) y (A.1), na caemu:

f(z) = /]R dk e (i ank") :

(A.2)

n=0

Konauno, mpernoctaBuMO 13 je 103BO/bEHO 3aMEHUTH MeCTa CYMH U WHTerpaJy, Ia Bp-
ITUMO WHTETPAIUjy 4JIaH 10 YJIaH:

flz) = Z an/ dk k™t
n=0 R

,Z[a oucMo peImunuJaIn UHTErpaJl, IIOACETUMO Ce UACHTUTETA:
n
—-—€
dan

kneikx — (_2)
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a padyHamo:

) dr .
dkknezkx — /dk — n_ezkx
\/1% R ( ) dx”
d" ,
— R Y dk ikx
(i s [ die

n d"

Jakie, 3akipydyjemo na ce dbyukmmja f(x) Moxe pa3Butn y (6ecKOHAYaH) pef MO U3BO-
muma Diracose § dbynknuje (oko Tauke z = 0):

= 2m(—i)

o0 d”
flx) = ;bnﬁa(@,

rjie cy Koeduiyjeru b, naru Kao:

by, = (—nl')” /}Rdww”f(x).

WuTterpan Ha JecHOj cTpaHU ce OOMYHO HA3WBAa MOMEHT n-Tor peia ¢yrknuje f(x).

Hapasno, y3 maje Momudukaiuje ropme nporeaype moryhe je pazsutu f(x) He 0KO
x = 0, Hero oko mpom3BosbHE Tauke z. Jla 6ucmo 1o mocrurim, yéanumo y (A.1) nox 3nak
thze~kz (koju je ouuryIeHO jesHaK 1), M MTOHOBUMO aHAJIOTAH TIOCTYTIAK
k(z=2)  Pezynryjyhu passoj je:

WHTerpaJia u3pas e
He KBapehu npuToM u3pa3z e

o0 dn’
f(z) = an%&x —2),
n=0

JIOK cy kKoedunujeHTu b, caaa JaTh Kao:

(_1)17, n
b, = dx (x — 2)" f(z).
n!  Jr
HapaBno, Moxke ce uhu ¥ najbe, W YOUIITATH Ha d-IUMEH3MOHAJAH cJaydaj. AKo je
samara dyekmmja f(x) = f(z1,...,24), Kao 1 Tauka 2z = (21, ..., 24), OHIA BayKM OMIITA
dopmya:

fla) = bty 0,09z - 2), (A.3)
n=0

IJle MHEKCH [i; y3uMajy Bpeamocty of 1 1o d, 69 (z — 2) o3HauaBa d-auMeHCHOHAIHY &
byukunjy (Tj. mpousson d jexHonuMen3noHanHuX § GyHKIH]a), a 0, 03HaYaBa AudepeH-
nupame mo z*. Onarosapajyha dbopmyria 3a KoeduiyjenTe Ta1a ITIaCH:

i hn ﬂ /Rd dr (Mt — 2Py (af = 2 f (o). (A.4)

n!
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Unrepnperanuja passoja (A.3) je caenmeha. IIpernocrasumo na je dbynkuumja f(x)
JIOKQJIM30BaHA OKO Ta4yKe 2, U Ja TeXKW HyJ M BeoMa OpP30 KaKOo ce yaabaBaMo Of 2. AKO
moreaaMo (pyHKIMjy ” n3aaieka”’ , MOXKEMO je allpOKCUMHUPATH 0 (DYHKITHjOM, IIITO je IPBU
yian y (A.3). Caga, Kako ce mpubJIMKABAMO 2, BUIAMMO CBE BHUIIE U BUIle ’CTPyKType”
y f(z), u y3umamo y 063up apyru u cienehe uianose y (A.3).

Takohe Moxke OWTH WHCTPYKTUBHO Ja pasmMorpuMo nmpuMep. Heka je d = 3, u Heka je
f(z) enekrpocraTnyka rycTHHA HaeJEKTPHUCaba, p(I'), U3BOPA JIOKAJIU30BAHOI OKO Ta4YKe
r = 0. 3a npBa aBa KoedUIMjeHTa y Pa3Bojy 100ujamMo:

n=20: b = /d3rp(r) = Q,
R3

n=1: b = — [ d&rrp(r) = —p,
R3

I7e Iperno3HajeMo () ¥ P Kao YKYIIHO HAaeJeKTPUCAHe M eJIeKTPOCTATUYKU JTUIOJHU MO-
MeHT u3Bopa. Jlakje, pa3dBoj MOXKeMO MHUCATH KAo:

p(r) =Q6% (r) — p-Vé®(r) + Bumu wranosn.

Caza, ako »KeJMMO JIa ©3padyHaMO €JIeKTPOCTATHIKY TOTeHIjal ¢ (I) IaJeKo 0J] H3BOpa,
WCKOPUCTUMO TIO3HATHU U3pa3 M3 eJIeKTPOIANHAMUKE,

p(r) = /]R ' elr)

r—r/|’

3aMeHNMO, WHTErpAJIMMO TPBU YJIaH JUPEKTHO a JIPYTU MMapIUjaJTHOM WHTErPalujoM, U
JI00mMjamo:

r
o(r) = Q +P 5~ | BUIIM YiaHOBH,
r r
IITO TPEJCTAB/ba J00PO MO3HATH PA3BOj O MYJITHIOIUMA, U3 eslekTpoauHamuke [23]. Osaj
IPUMEP MJIYCTPYje CMHUCAO pa3Boja 10 W3BoAMMa O (GYHKIMje, W NpyxKa oaronapajyhy

AHTYUIIH]Y.






Homarak b

I'EHEPAJIMCAHA STOKESOBA
TEOPEMA

VY Hajommrrujem ciy4ajy, StokesoBa Teopema riiacu:

/dA: A (B.1)
M oM

rae je M MHOrocTpykocT maumensuje p + 1, OM meHa rpanuna, a A IpPOM3BOJ/bHA P-
dopma. Ca oBe alncTpakTHe HOTAIlFje IPEJa3uMO Ha MaJIO KOHKPETHHUju OOJIMK TeopeMme
Ha caenehu nauun. Hajmpe yBomumo koopaunare £ Ha M, u p-bopmy A 3ammcyjemMo Kao:

A= Agy 0 dE AL A dE™.

KowmnonenTe y pa3Bojy cy MOTIYHO aHTUCUMETPUYHE Y OJIHOCY Ha 3aMeHy OWJIO Koja JaBa
uHaekca. Crospalimbu U3BOI 0Be (pbopMe je Taja:

dA = (OyAs, a)) dE ANAE™ AL N dE™,

JleBa crpana jennaunne (B.1) ce caga pauyna ua ciaenehu Hauwn:

M M
HO MMajyhu y BuAy Ja je IOz 3HAKOM HHTErpaJa,
déb AN d£a1 AL A dfap _ gbal"'apd(erl)f’

NMaMO:

/ dA:/ dPTE G, (e Ay, ) :/ d¥Ve 9,B", (B.2)
M M

M
rje je 1mo aeuHuInju
Bb”e:d’ebal"‘apAalmap. (B.3)
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[TozabaBumo ce cazga gecHom crpanom jepnauuue (B.1). la 6ucmo uspadyHaim uHTe-
rpaJs ¢popme, Hajupe Tpeba Ja HAIMIIEMO mapaMeTapcke jeanadune rpanuine 0 M 1mo Kojoj
BPIIIMO HHTerpaiyjy. 11omTo je muMensnja TpanuIe p, YBOANMO TOJIHKO HapaMeTapa, A\,
U TpayKeHe mapameTapcke jeqHadnne numemo kKao & = (), mpu ueMy £ KOOpAUHATA MMA
p+ 1, 10K A koopaumHara uma p. Cajia MocTymnamMo Kao rope, npu demy ¢opmy A cajma
Tpeba passuTu 1o 6a3u d)\'. Jakje, momTo je:

oEr .
d¢* = —=—d\'
5 a)\Z Y
NMaMO:
aé‘al aé‘ap

A=A d\ AL A AN,

s N O

[MoTyHo aHAJIOHO KA0 MAJIONpE, 10J] 3HAKOM MHTerpaJa je (caja Ha rpaxuiyu 0M)
dA\' AL A AN = gligP )

IIa UMaMO:

o og
A:/ PN Ay gy o 2 iy, B.4
/am oM N O (B4)

IIpe HETO MTO M3jeHAYNMO JIeBY CTPAHy Ca JECHOM, eJIMMUHHIIIMO KOMIOHEHTe Aq, . o
y xopuct BP na cienehu naunn. [omuoxumo jequnauuny (B.3) ca Eaby..by"

b _ bai...a — bai...ap
By, .6, = €bby..0,€ " Aay.ap = by by, Aar..ap-

Caga, momTo €y KOMIOHEHTe A aHTHCHMeTPHUYHe Ha 3aMeHy OMJIO Koja JBa HHIEKCA,
JIeCHA CTPaHa Ce CBOJIM HA:
bai...ap o
Ebby...by, Aay.ap = P Aby by
14 UMaMOo:

1
b
Apy by = HB Ebby...by-

Bamenom y (B.4) caga pobujamo:

1 a1 ap
A= / PN Blega, 0 o B iy / d’) B'ny,  (B.5)
oM P! Jom oA O oM

rje je 1mo aeduHunyju:
wet 1 % S S

ny = Hé\bal_"apm e m
Cama usjennadaBamo (B.2) ca (B.5) nmo ucka3y Teopeme, ma cie/u:

/ dPtVe §,B" = / d’X B'n,.
M oM

i1..d
gr,

Y oBoM 061Ky cMO StokesoBy Teopemy yHOTPEOHIU Y TEKCTY.
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Hanomenumo jomr asa jgerasba. [IpBo, ma 6m 3Hak y Teopemu 6uo mobap (6ymyhn
na je rpanuna OM ”opujentucana”), Levi-Civita cumboan 3a M u OM wmopajy Gurn
yckaahenn (y cMucay Jna ce M jeJaH M JADPYrHM TOHAIA]Yy OpeMa IPaBuiy ~ necHOr” ujm
” neBor 3aBpTa’ ). Ha npumep, ucnpasua je aedununuja;

8012...p — +1, g12...p = 41,

Jlpyro, BeKTOp N5 30BeMO ”HOpMaJja’ W3 IPOCTOr pasJjora INTO OH TO # jectre. Jla
OucMO TO TOKa3aJu, n3ab0ePUMO HEKHM BEKTOD KOjU je TaHTeHTaH Ha rpanuiy oM, u mo-
MHOKHMO T'a CKaJapHO ca 1. He ymamyjyhin ommrrocr!, 3a TAHFeHTHH BEKTOD MOXKEMO

yaeru O /ON". Cnemu:
o0 1 oo ogw
i ny = plgbal...ap N O 8/\ip€

wdp — 07

jep je nmpBu € cuMOOJI AaHTHUCUMETPUYAH Ha 3aMeHy WHJIEKca b U ai, 0K je MPOU3BOJI, IPBa,
JIBa Pa3JIOMKA CUMETPHYAH.

Bak/bydyjeMo Jia je 7m, OPTOroHaJiaH Ha CBe TaHTeHTHE BeKTope u3 OM, a momro je
dimM = p+ 1 u dimOM = p, ou geduHUIIe jeUHNA IPaBaIl KOJU jeé OPTOTOHAJAH HA
IPaHUILy, ¥ 300T TOTa je ONpaBIaH HA3WB ~BEKTOpP HOpMaJe’ .

! Cpakaxo, nmajyhu y BuIy MpUCYCTBO IpYyTor € cuMO0Ia y W3pasy 3a Ny, BUANMO J1a Y HeMy MOpPajy
dburypucaru cBu tanrenTHu Bekropu tuna J&%/0N'. Oxrosapajyhum KOMyTUpameM U IPEUMEHOBAHEM
HEMUX MHIEKCA YBEK MOXKEeMO OMJIO KOjU O HhUX AOBECTH HA MECTO mpBor, £ /O,
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