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ApstraktRazmatraju se najbitnije osobine Born-Infeldove elektrodinamike, sa naglaskom na dualnoj simetri-ji. Do izvesne mere deta	no se demonstriraju birefiringence efekat (tj. �egovo odsustvo), postoja�esingularnih rexe�a sa konaqnom energijom, glavne posledi
e dualne simetrije i predik
ijamagnetnih monopola. Na kraju se navode razlozi i aspekti izuqava�a ove teorije. U dodatkuje dat dokaz jedne teoreme neophodne za izvoÆe�e nekih od prezentovanih rezultata.
Abstract

Most important features of Born-Infeld electrodynamics are discussed, with the emphasize on duality
symmetry. Up to some point in detail the (absence of the) birefringence effect, existence of finite energy
singular solutions, major consequences of the duality symmetry and the prediction of magnetic monopoles
are demonstrated. In the end are stated the reasons for and various aspects of investigation of this theory.
In the Appendix is given a proof for a theorem neccesary for the derivation of some of the results presented.
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Glava 0UVODStruktura radaOvaj rad se bavi, kao xto mu ime ka�e, simetrijom dualnosti u Born-Infeldovoj elektrodinami
i.Sastoji se iz dva glavna dela.U prvom delu (glave 1 i 2) se formulixe i ukratko analizira Born{Infeldova nelinearnaelektrodinamika. Diskutuju se motiva
ija za uvoÆe�e nove teorije, osnovne osobine i neki zanim	ivirezultati koji iz �e slede.U drugom delu (glava 3) se obraÆuje pojam dualnih transforma
ija i razmatra dualna simetrijai �ene posledi
e u elektrodinami
i uopxte, sa naglaskom na Maxwellovoj i Born-Infeldovoj teoriji.Na kraju, u dodatku A je dat dokaz jedne relativno bitne teoreme bez koje se nisu mogli izvestineki va�ni teorijski zak	uq
i u radu.TakoÆe, �elim da se zahvalim svom mentoru, dr Maji Buri�, na voÆe�u i pomo�i u svimaspektima pisa�a ovog rada, od izbora teme preko razmatra�a nekih kon
eptualnih pita�a doisprav	a�a xtamparskih grexaka.Konven
ijeSlede konven
ije kojih se dr�im u pisa�u jednaqina:
• koristim prirodni CGS sistem jedini
a:

c = ~ = kB = 4πε0
def
= 1,odakle se lako nalaze slede�e vrednosti SI jedini
a mere:

1 s ≡ 299792458 m,
1 kg = 2.84 · 1042 m−1,
1 K = 436.72 m−1,
1 A = 1.78 · 109 m−1.U ovim jedini
ama elementarno naelektrisa�e (tj. naelektrisa�e protona) je bezdimenzionaveliqina i iznosi:
e2 =

1

137
, e = 0.0853;

• metrika ravnog prostorvremena je prostornog tipa:
[ηµν ] =







−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1







; (1)1



GLAVA 0. UVOD 2
• antisimetriqni tenzor Levi-Civita je definisan jednaqinama:

εµνρσ def
=

1√−g
[µνρσ], εµνρσ = −√−g [µνρσ], g

def
= det [gµν ] , (2)

[µνρσ]
def
=







+1 ako je µνρσ parna permuta
ija 0123,
−1 ako je µνρσ neparna permuta
ija 0123,
0 inaqe. (3)Korisne su slede�e kontrak
ije ovog tenzora:

δαβγ
µνρ

def
= −εαβγσεµνρσ =







+1 ako je αβγ parna permuta
ija µνρ,
−1 ako je αβγ neparna permuta
ija µνρ,
0 inaqe;

δαβ
µν

def
= − 1

2εαβρσεµνρσ = 1
2δαβρ

µνρ =







+1 ako je αβ parna permuta
ija µν,
−1 ako je αβ neparna permuta
ija µν,
0 inaqe;

δα
µ

def
= − 1

6εανρσεµνρσ = 1
6δανρ

µνρ = 1
3δαν

µν =

{
+1 ako je µ = α,
0 inaqe, (4)

i pritom va�i identitet δαβ
µν = δα

µδβ
ν − δα

νδβ
µ;

• kovarijantni teznor elektromagnetnog po	a ima slede�e komponente:
[Fµν ] ≡ [∂µAν − ∂νAµ] =







0 −Ex −Ey −Ez

Ex 0 Bz −By

Ey −Bz 0 Bx

Ez By −Bx 0







(5)(ovo nije konven
ija ve� se mo�e izvesti1, no zgodno je da se na ovom mestu ekspli
itnozapixe);
• dualni tenzor datog tenzora Aµν definixemo kao

⋆Aµν ≡ ( ⋆A)µν =
1

2
εµνρσAρσ.

1Izvodi se zahteva�em da jednaqine
d~p

dt
= q

“

~E + ~v × ~B
” i dpµ

dτ
= qF µ

νuνimaju istovetan matematiqki i fiziqki sadr�aj. Pritom, u lokalno Lorentzovom koordinatnom sistemu va�ejednaqine:
dτ = dt

p

1 − v2, uµ
eµ =

1√
1 − v2

et +
~v√

1 − v2
, pµ

eµ = Eet + ~p,poznate iz spe
ijalne teorije relativnosti, zajedno sa jednaqinom
dE

dt
=

d~p

dt
· ~v.Prve dve jednaqine se ekspli
itno izjednaqe po komponentama, primene sve ostale navedene jednaqine, oqitajukoefi
ijenti F µ

ν , a zatim sa (1) spusti indeks.



Glava 1MOTIVACIJAOsnovni teorijski nedostatakMaxwellove elektrodinamike je beskonaqna energija elektromagnetnogpo	a taqkaste qesti
e. On se mo�e izbe�i na dva naqina:
• zadava�em neke "strukture" qesti
i, sa zahtevom da ukupna energija raqunata jednaqinama

Maxwellove elektrodinamike ostane konaqna;
• zadava�em alternativne teorije, sa zahtevima da ukupna energija bude konaqna i da qesti
aostane taqkasta.Vrxeni su pokuxaji i u jednom i u drugom smeru, no oba puta uz izvesne potexko�e. Max Borni Leopold Infeld su prixli problemu drugom metodom, i formulisali [1℄ elektrodinamiku kojarexava problem beskonaqne energije taqkaste qesti
e, ali po 
enu uvoÆe�a nelinearnih jednaqinadinamike po	a.Osnovni tehniqki problem kod nelinearnih jednaqina dinamike sastoji se u tome da prin
ipsuperpozi
ije po	a vixe ne va�i. To drastiqno ote�ava izvoÆe�e bilo kakvih predviÆa�a teorijejer ne postoji opxti metod rexava�a jednaqina, a pravi probleme i u formula
iji odgovaraju�ekvantne teorije. Sa druge strane, upravo ta nelinearnost omogu�ava da se zaobiÆe divergen
ijaukupne energije po	a taqkaste qesti
e i dobije konaqna vrednost.Motiva
iju za oblik teorije Born je dobio po ugledu na strukturu kinematiqkih jednaqinateorije relativnosti, sa idejom da konaqnost ukupne energije taqkaste qesti
e obezbedi nameta�emgor�e grani
e na intenzitet elektromagnetnog po	a, po ugledu na brzinu svetlosti u spe
ijalnojteoriji relativnosti. Podsetimo se zato najpre odnosa klasiqne i relativistiqke mehanike.U klasiqnoj nerelativistiqkoj mehani
i Lagrangeeva funk
ija za slobodnu qesti
u jednaka je�enoj kinetiqkoj energiji:

Lcl =
1

2
mv2,gde je m masa qesti
e, a v intenzitet brzine kreta�a, koji mo�e da uzima vrednosti iz intervala

[0,∞). U relativistiqkom sluqaju Lagrangeevu funk
iju mo�emo pisati kao1:
Lrel = mc2

(

1 −
√

1 − v2

c2

)

.Jasno je da se u limesu c → ∞ Lrel svodi na Lcl. Iz teorije relativnosti je poznato da ovakva
Lagrangeeva funk
ija generixe teoriju u kojoj je na prirodan naqin (algebarskim mehanizmom)nametnuto ograniqe�e na intenzitet brzine: 0 6 v 6 c.1Jasno, brzina svetlosti c je u uvodu bila definisana kao c = 1 tako da nigde ne moramo da je pixemo. MeÆutim,za potrebe ovog ode	ka je korisno ekspli
itno je pisati da bi analogija koju ho�emo da prezentujemo bila jasnija.3



GLAVA 1. MOTIVACIJA 4Poxto lagran�ijan Maxwellove elektrodinamike ima oblik
LM =

1

4π

1

2

(

~E2 − ~B2
)

,

Born ga je, ugledaju�i se na ovakav odnos izmeÆu klasiqne i relativistiqke mehanike, modifikovaou oblik:
LB

def
=

1

4π
b2



1 −

√

1 −
~E2 − ~B2

b2



 . (1.1)Ovde treba primetiti da intenziteti po	a ~E i ~B u Maxwellovoj teoriji nisu niqim ograniqeni,tj. ~E2, ~B2 ∈ [0,∞), dok u Bornovoj teoriji mora biti ispu�en uslov2 0 6

√
~E2 − ~B2 6 b. Ovdenovouvedena konstanta b ima smisao maksimalnog intenziteta koje elektromagnetno po	e mo�eimati u datoj taqki, u punoj analogiji sa brzinom svetlosti, c. To se najlakxe vidi u sluqajuelektrostatike, koji je za nas od najve�eg interesa3, jer iz ~B = 0 sledi 0 6 | ~E| 6 b.Ovako formulisana elektrodinamika uspexno rexava pita�e divergen
ije energije taqkasteqesti
e, ali daje i mogu�nost da se pojam taqkaste qesti
e interpretira na nov naqin, kao singularitetpo	a, qime �emo se pozabaviti u ode	ku 2.2.Poxto je formulisao teoriju koja ima tra�enu osobinu konaqnosti ukupne energije taqkasteqesti
e, Born je, u sarad�i sa Infeldom, otixao korak da	e u pokuxaju da formulixe novu kovarijantnuteoriju po	a koja bi na relativno prirodan naqin ujedinila elektromagnetnu i gravita
ionuinterak
iju4. Born i Infeld tako polaze od (ma�e vixe ad hoc5) oblika za lagran�ijan:

L =
√

− det [aµν ]i analizira�em uvedenog tenzora aµν nizom argumenata sti�u do lagran�ijana koji ima oblik:
LBI

def
=

1

4π
b2



1 −

√

1 −
~E2 − ~B2

b2
− ( ~E · ~B)2

b4



 , (1.2)i koji predstav	a lagran�ijan Born-Infeldove elektrodinamike. Treba zapaziti da se ovaj lagran-�ijan razlikuje od Bornovog lagran�ijana po dodatnom sabirku pod korenom.Jedna neoqekivana osobinaBorn-Infeldovog lagran�ijana je invarijantnost na dualne transforma
ije(koju �emo razmotriti u glavi 3). Kao xto �e se videti, ova osobina kombinovana sa postoja�emsingularnih rexe�a teorije (ode	ak 2.2) impli
ira postoja�e magnetnih monopola u teoriji.
Born, meÆutim, nije verovao da magnetni monopoli postoje, pa je napustio ovaj oblik lagran�ijanai okrenuo se nelinearnim teorijama koje nemaju dualnu simetriju.Sa druge strane, u skorijim istra�iva�ima u teoriji superstruna Born-Infeldov lagran�ijan se"prirodno" jav	a kao deo efektivne teorije [3℄, i pritom simetrija dualnosti igra va�nu ulogu.Time je Born-Infeldova teorija ponovo "o�ivela" i od znaqaja je da se ispita �ena matematiqkastruktura, sa naglaskom na dualnoj simetriji.2Naravno, ovaj uslov je mogu�e ispuniti samo ako je ~E2 > ~B2. No, nas zapravo najvixe interesuje sluqajelektrostatike, ~B = 0.3Ukupna energija elektromagntetnog po	a taqkaste qesti
e se najlakxe raquna u sistemu referen
e u komeqesti
a miruje, a tamo je ~B = 0, tj. imamo samo elektrostatiqko po	e ~E(~r).4U to vreme jox uvek se nije znalo za jaku i slabu interak
iju, pa je ujedi�e�e elektromagnetizma i gravita
ijepredstav	alo jedan od glavnih teorijskih 
i	eva kojima se te�ilo.5Izvorno, Born i Infeld su smatrali [1℄ da je ovaj oblik lagran�ijana najopxtiji mogu�i koji zadovo	ava uslovopxte kovarijantnosti, no ubrzo se ispostavilo da to nije sluqaj [2℄, qime se opravdava pridev ad hoc.



Glava 2
BORN-INFELDOVAELEKTRODINAMIKAU ovoj glavi �emo se pozabaviti osnovnim osobinama i nekim bitnim rezultatima Born-Infeldoveteorije (bez razmatra�a simetrije dualnosti koju ostav	amo za glavu 3).U ode	ku 2.1 �emo diskutovati lagran�ijan, kovarijantnost, jednaqine dinamike (zapisane uraznim obli
ima), gej
 simetriju i oblik tenzora energije{impulsa.Koriste�i se ovim rezultatima, u ode	ku 2.2 �emo izvesti dva znaqajna rezultata teorije idati im fiziqku interpreta
iju. Prvi rezultat predstav	a odsustvo tzv. "birefringence" efekta,a drugi postoja�e singularnih rexe�a sa konvergentnom ukupnom energijom elektromagnetnogpo	a.2.1 Formula
ija teorijeLagran�ijan

LBI
def
=

√−g
b2

4π



1 −

√

1 +
1

b2

1

2
FµνFµν −

(
1

b2

1

4
Fµν ⋆Fµν

)2


 (2.1)pri qemu je b ∈ R dimenziona konstanta. Ovaj lagran�ijan1 se mo�e napisati u jednostavnijemobliku ako se setimo defini
ija skalarnih invarijanti:
I1 =

1

2
FµνFµν = ~B2 − ~E2, I2 = −1

4
Fµν ⋆Fµν = ~E · ~B, (2.2)i ako uvedemo smene:

F
def
=

I1

b2
=

~B2 − ~E2

b2
, G

def
=

I2

b2
=

~E · ~B

b2
. (2.3)Lagran�ijan (2.1) tada postaje

LBI =
√−g

b2

4π

(

1 −
√

1 + F − G2
)

. (2.4)1Striktno govore�i, ovo nije lagran�ijan (odnosno gustina lagran�ijana) sve dok se ekspli
itno ne uvrsti
Fµν = ∂µAν − ∂νAµ i F µν = gµρgνσ (∂ρAσ − ∂σAρ) .TakoÆe, vidi se da lagran�ijan ne zavisi od po	a Aµ, ve� samo od �egovih izvoda.5



GLAVA 2. BORN-INFELDOVA ELEKTRODINAMIKA 6Konstanta b ima dimenzije jaqine po	a (tj. m−2) i obezbeÆuje da F i G budu bezdimenzioni.Oqekujemo da ima fiziqki smisao maksimalnog intenziteta po	a, ali �ena numeriqka vrednost �ebiti pro
e�ena kasnije (u ode	ku 2.2). Zasad �emo samo da konstatujemo da je b 6= 0 i da dogovornofiksiramo da bude b > 0 (maksimalni intenzitet po	a treba da bude pozitivan!), jer figurixekvadratiqno u lagran�ijanu (tj. lagran�ijan je invarijantan na zamenu b → b′ = −b, pa imamoslobodu da odaberemo znak).U limesu b → ∞ teorija se svodi na bezizvornu Maxwellovu elektrodinamiku jer lagran�ijanpostaje:
lim

b→∞
LBI = lim

b→∞

√−g
b2

4π

(

1 −
√

1 +
I1

b2
− I2

2

b4

)

=
√−g

1

4π
lim

b→∞
b2

[

1 −
(

1 +
I1

2b2
− I2

2

2b4
+ o(b−2)

)]

=
√
−g

1

4π
lim

b→∞
b2

(

− I1

2b2
+

I2
2

2b4

)

=
√−g

1

4π
lim

b→∞

(

−I1

2
+

I2
2

2b2

)

= −√−g
1

16π
FµνFµν

= LM.KovarijantnostIz oblika (2.4) se jasnije vidi da je dejstvo
S =

∫

d4x LBI =

∫

d4x
√−g

b2

4π

(

1 −
√

1 + F − G2
)invarijantno jer su F , G i d4x

√−g invarijante, pa je teorija kovarijantno formulisana.Jednaqine dinamikeJednaqine dinamike po	a se dobijaju iz zahteva da dejstvo bude ekstremalno, tj. iz Euler-
Lagrangeevih jednaqina:

∂L
∂Aα

− ∂µ

∂L
∂(∂µAα)

= 0. (2.5)Diferen
ira�em2 se dobija
∂LBI

∂Aα

= 0,
∂LBI

∂(∂µAα)
=

√−g
1

4π

Fαµ + G ⋆Fαµ

√
1 + F − G2

, (2.6)pa se qetiri jednaqine dinamike svode na:
∂µ

(√−g
Fαµ + G ⋆Fαµ

√
1 + F − G2

)

= 0. (2.7)2Direktno diferen
ira�e lagran�ijana (2.1) je pravolinijsko, ali dugaqko. No, ako se uzme u obzir da je
∂

∂(∂µAν)
=

∂Fαβ

∂(∂µAν)

∂

∂Fαβ

=
∂

∂(∂µAν)

`

∂αAβ − ∂βAα

´ ∂

∂Fαβ

= 2
∂

∂Fµν(ovo va�i samo kad funk
ija koja se diferen
ira zavisi isk	uqivo od Fµν , tj. ne sadr�i qlanove oblika ∂µAν)kao i jednaqina
∂L

∂(∂µAα)
= 2

∂L
∂F

∂F

∂Fµα
+ 2

∂L
∂G

∂G

∂Fµα
,iz lagran�ijana u obliku (2.4) i jednaqina (2.2) i (2.3) rezultat diferen
ira�a mo�e da se vidi i napamet.



GLAVA 2. BORN-INFELDOVA ELEKTRODINAMIKA 7Vidimo da teorija nije linearna, xto je posledi
a qi�eni
e da lagran�ijan (2.1) nije kvadratiqnafunk
ija po	a Fµν .Sem toga, zahva	uju�i qi�eni
i da je Fµν ≡ ∂µAν − ∂νAµ identiqki su zadovo	eni Bianchijeviidentiteti, isto kao i u Maxwellovoj elektrodinami
i | qetiri bezizvorne jednaqine:
∂µ

(√−g ⋆Fαµ
)

= 0, (2.8)koje jesu linearne.Prva stvar koju treba prokomentarisati je da se jednaqine dinamike (2.7) mogu ekspli
itnimdiferen
ira�em zapisati u obliku
1√−g

∂µ

(√−g Fαµ
)

= 4πjα, (2.9)uz identifika
iju
jα def

= − 1

4π

√

1 + F − G2

[

Fαµ∂µ

(
1√

1 + F − G2

)

+ ⋆Fαµ∂µ

(
G√

1 + F − G2

)]

. (2.10)Ovaj oblik jednaqina dinamike je po formi identiqan Maxwellovim jednaqinama dinamike saizvorima3, s tom razlikom xto je kvadrivektor gustine struje elektromagnetnog porekla, tj.zavisi (nelinearno) od po	a Fµν u datoj taqki. Drugim reqima, jednaqine dinamike imaju oblik(2.9) u vakuumu, tj. u odsustvu qesti
a materije (odnosno izvora neelektromagnetnog porekla). Toznaqi da se u teoriji jav	a samointerak
ija, xto se moglo i oqekivati zbog �ene nelinearnosti.Druga stvar koju va	a prokomentarisati predstav	a trovektorski zapis jednaqina (2.7). Utom 
i	u, definiximo tenzor induk
ije Hαµ kao:
Hαµ def

=
Fαµ + G ⋆Fαµ

√
1 + F − G2

. (2.11)Jednaqine dinamike dobijaju oblik:
∂µ

(√−g Hαµ
)

= 0. (2.12)Spe
ijalno, odaberimo koordinatni sistem u kome je gµν = ηµν pa je √−g = 1. U tom sluqaju moguse definisati trovektori ~E i ~B preko komponenti tenzora Fµν i jednaqine (5), kao i trovektori
~D i ~H preko komponenti tenzora Hµν (qiji je matriqni oblik potpuno analogan (5)). Skalarniproizvod trovektora, "·", postaje identiqan obiqnom skalarnom proizvodu iz trodimenzionalnogeuklidskog prostora. Sada jednaqine (2.12) mogu da se zapixu u trovektorskom obliku, koji jepotpuno analogan Maxwellovim jednaqinama u materijalnoj sredini:

div ~D = 0, rot ~H − ∂

∂t
~D = 0, (2.13)dok Bianchijevi identiteti (2.8) dobijaju poznat oblik:

div ~B = 0, rot ~E +
∂

∂t
~B = 0. (2.14)Iz ovog oblika jednaqina se vidi da, kao u Maxwellovoj elektrodinami
i, va�e sve integralneteoreme, xto u opxtem sluqaju ne bismo oqekivali od nelinearne teorije. Nelinearnost je ovde3Podsetimo se, Maxwellove jednaqine sa izvorima se dobijaju iz lagran�ijana:

L = −
√
−g

1

16π
FµνF µν +

√
−g jµAµ.Kvadrivektor gustine struje ovde zavisi od xµ i ne zavisi ni od Aµ ni od ∂µAν , xto znaqi da su izvori po	aneelektromagnetnog porekla.



GLAVA 2. BORN-INFELDOVA ELEKTRODINAMIKA 8"sakrivena" u tzv. konstitutivnim4 jednaqinama (2.11) koje u trovektorskoj nota
iji dobijajuoblik:
~D

def
=

~E + G~B√
1 + F − G2

, ~H
def
=

~B − G~E√
1 + F − G2

. (2.15)Ove jednaqine, iako nelinearne, mogu da se rexe po ~E i ~B u funk
iji ~D i ~H xto je svojevrsna(i veoma korisna) osobina Born-Infeldove teorije. Rexava�e se izvodi na slede�i naqin. Najprekorix�e�em jednaqina (2.15) poka�imo da va�i5:
~D · ~H = ~E · ~B. (2.16)Zaista,

~D · ~H =
( ~E + G~B) · ( ~B − G~E)

1 + F − G2
=

~E · ~B + G( ~B2 − ~E2) − G2 ~E · ~B

1 + F − G2
=

=
b2G + Gb2F − G2b2G

1 + F − G2
= b2G

1 + F − G2

1 + F − G2
= b2G =

= ~E · ~B.Na osnovu ovoga sada dobijamo da je:
G ≡

~E · ~B

b2
=

~D · ~H

b2
.Zatim definixemo skalar:

H
def
= − 1

b2

1

2
HµνHµν = −

~H2 − ~D2

b2po analogiji6 sa prvom jednaqinom (2.3). Zame�iva�em (2.15) u ovaj izraz dobija se jednaqina kojavezuje F , G i H i koja se uz malo algebre mo�e zapisati u obliku:
√

1 + F − G2 =
1 + G2

√
1 + H − G2

.Sada se ovaj identitet primeni na sistem (2.15) qime on postaje linearan po ~E i ~B i rexava se upar poteza. Rezultat je:
~E =

~D − G ~H√
1 + H − G2

, ~B =
~H + G~D√

1 + H − G2
. (2.17)Zapaziti da ove jednaqine po obliku mnogo liqe na (2.15).Gej
 simetrijaQi�eni
a da elektromagnetno po	e Fµν opisujemo koriste�i poten
ijal Aµ jednaqinom

Fµν = ∂µAν − ∂νAµobezbeÆuje postoja�e gej
 simetrije bez obzira na konkretan oblik lagran�ijana. To znaqi da seona jav	a na isti naqin i u Born-Infeldovoj i u Maxwellovoj elektrodinami
i.Naime, gej
 transforma
ija poten
ijala
Aµ → A′

µ = Aµ + ∂µf4U elektrodinami
i materijalnih sredina jednaqine koje vezuju ~D i ~H sa ~E i ~B se zovu "konstitutivne jednaqine"i definixu odziv sredine (induk
iju) na pobuÆe�e (po	e).5Ovo je veoma bitna osobina konstitutivnih jednaqina. Kao xto �emo pokazati u glavi 3, ova jednaqina pret-stav	a potreban i dovo	an uslov da teorija poseduje dualnu simetriju.6Analogija nije sasvim kompletna! Obrati pa��u na razliku u minusu!



GLAVA 2. BORN-INFELDOVA ELEKTRODINAMIKA 9nije opsevabilna, jer se po	e ne me�a:
Fµν → F ′

µν = ∂µA′
ν − ∂νA′

µ = ∂µAν + ∂µ∂νf − ∂νAµ − ∂ν∂µf = ∂µAν − ∂νAµ = Fµν .Ovo znaqi da imamo gej
 simetriju u teoriji i da izbor poten
ijala nije jednoznaqan za zadatukonfigura
iju po	a. To nam omogu�ava da na poten
ijal nametnemo jox neki dodatni uslov (tzv.kalibra
ioni uslov), kao na primer:
∂µAµ = 0. (2.18)Tenzor energije{impulsaIzraz za tenzor energije{impulsa sledi iz teoreme Emmy Noether i u sluqaju vektorskog (unaxem sluqaju elektromagnetnog) po	a glasi:

T µ
ν =

∂L
∂(∂µAα)

∂νAα − δµ
νL.Poxto ovako napisan tenzor nije simetriqan, transformixemo ga na slede�i naqin:

T µ
ν = 2

∂L
∂Fµα

∂νAα − δµ
νL zbog ∂

∂(∂µAα)
≡ 2

∂

∂Fµα

,

= 2
∂L

∂Fµα

(Fνα − ∂αAν) − δµ
νL zbog Fνα ≡ ∂νAα − ∂αAν ,

= 2
∂L

∂Fµα

Fνα − δµ
νL− 2

∂L
∂Fµα

∂αAν ,

= 2
∂L

∂Fµα

Fνα − δµ
νL− ∂α

(

2
∂L

∂Fµα

Aν

)

+ 2Aν∂α

∂L
∂Fµα

zbog f ∂µg ≡ ∂µ(fg) − g ∂µf.Pretposlad�i qlan je divergen
ija i sme se izba
iti, a posled�i qlan je:
2Aν∂α

∂L
∂Fµα

= −2Aν∂α

∂L
∂Fαµ

= −Aν∂α

∂L
∂(∂αAµ)

= 0prema jednaqinama dinamike (2.5), pod pretpostavkom da lagran�ijan ne zavisi od poten
ijala
Aµ. Dakle, sledi:

T µ
ν = 2

∂L
∂Fµα

Fνα − δµ
νL.Ovaj oblik jox uvek nije manifestno simetriqan. U naxem sluqaju (L = LBI) je:

2
∂LBI

∂Fµα

≡ ∂LBI

∂(∂µAα)
=

√−g

4π

Fαµ + G ⋆Fαµ

√
1 + F − G2

,(druga jednaqina u (2.6)), pa je:
T µ

ν =

√−g

4π

Fαµ + G ⋆Fαµ

√
1 + F − G2

Fνα − δµ
νL.Direktnim izraqunava�em (tj. sumira�em po komponentama) pokazuje se da va�i slede�i identitet:

⋆FµαFαν = I2δ
µ

ν , (2.19)pa se zamenom u gor�u jednaqinu dobija:
T µ

ν =

√−g

4π

FµαFαν + GI2δ
µ

ν√
1 + F − G2

− δµ
νL. (2.20)Tenzor energije{impulsa je sada i manifestno simetriqan, i u tom obliku �emo ga kasnije koristiti.



GLAVA 2. BORN-INFELDOVA ELEKTRODINAMIKA 102.2 Osnovni rezultatiU ovom ode	ku �emo razmotriti dva osnovna rezultata koji se jav	aju u Born-Infeldovoj elektrodinami
i.Prvi je vezan za prostira�e elektromagnetnih talasa u vakuumu i sastoji se u odsustvu tzv."birefingence" efekta, dok je drugi vezan za elektrostatiku vakuuma i sastoji se u postoja�usingularnih rexe�a sa konaqnom energijom i naelektrisa�em.
Birefringence efekat

Birefringence efekat je, kratko, pojava zavisnosti grupne brzine prostira�a talasa od tipa�ihove polariza
ije.Da bismo demonstrirali odsustvo efekta u Born-Infeldovoj elektrodinami
i, moramo razmotritinexto opxtiju teoriju, u kojoj pomenuti efekat mo�e da se javi. Neka je lagran�ijan te "opxtije"elektrodinamike L, i pretpostavimo da je kovarijantno formulisan (to u prin
ipu uvek zahtevamood elektrodinamike). Ho�emo da izraqunamo grupnu brzinu prostira�a ravnih monohromatskihelektromagnetnih talasa u vakuumu, u prisustvu nekog spo	ax�eg (takoÆe elektromagnetnog) po	a.To se radi tako xto se za lagran�ijan L (qiji funk
ionalni oblik nije zadat | time se posti�edovo	na "opxtost" razmatra�a. . . ) uradi slede�e:
• linearizuju se jednaqine dinamike (amplituda os
ilova�a po	a u talasu se smatra "malom",pa se jednaqine razvijaju u red i aproksimiraju);
• potra�i se rexe�e u obliku standardnom za ravne monohromatske talase;
• izraquna se disperziona jednaqina;
• izraquna se grupna brzina prostira�a talasa.Idemo redom. Jednaqine dinamike se u prin
ipu mogu dobiti iz Hamiltonovog prin
ipa, tj. izzahteva da je varija
ija dejstva jednaka nuli:

δS ≡ δ

∫

d4x L = 0.Zahtev da one budu kovarijantne ekvivalentan je zahtevu da dejstvo bude invarijanta, tj. skalar. To�e zaista i biti ako je d4xL invarijanta. Kako je d4x
√−g invarijanta, lagran�ijan L mora bitioblika L =

√−g I gde je I neka invarijanta elektromagnetnog po	a. Na osnovu teoreme iz dodatkaA, I se mo�e zapisati kao funk
ija dve osnovne invarijante I1 i I2 (definisane jednaqinama (2.2)).Sledi da nax lagran�ijan L, koji nismo zadali ekspli
itno, mora zbog uslova kovarijantnostida bude funk
ija samo dve promen	ive7:
L =

√−g Φ ( I1 , I2 ) = L ( I1 , I2 ). (2.21)Poxto smo ovo ustanovili, jednaqine dinamike mo�emo dobiti (formalnim) diferen
ira�em,koriste�i Euler-Lagrangeeve jednaqine (2.5).Lineariza
iju jednaqina dinamike izvodimo na slede�i naqin. Jednostavnosti radi, izaberimokoordinatni sistem u kome je gµν = ηµν . Po	e Fµν razbijamo na pozadinsko po	e F
(0)
µν (za kojepretpostav	amo da je konstantno8 i da zadovo	ava jednaqine dinamike) i perturba
iju F

(1)
µν (zakoju pretpostav	amo da je malog intenziteta u poreÆe�u sa pozadinskim po	em):

Fµν = F (0)
µν + F (1)

µν .7Jox jedna pretpostavka koju podrazumevamo je da kvant elektromagnetne interak
ije (foton) nema masu, tj.da u lagran�ijanu ne postoji qlan oblika 1

2
m2AµAµ, niti da u lagran�ijanu uopxte figurixe kvadrivektorpoten
ijala Aµ na bilo koji naqin, ve� samo �egovi izvodi, i to samo u kombina
ijama ∂µAν − ∂νAµ.8Ovo pretpostav	amo samo da bismo pojednostavili raquna�e. Celo razmatra�e je mogu�e izvesti (znatnokomplikovanijim metodama) i bez te pretpostavke [4℄.



GLAVA 2. BORN-INFELDOVA ELEKTRODINAMIKA 11Ho�emo da jednaqine dinamike razvijemo u red do linearnih qlanova po perturba
iji. Ekvivalentno,mo�emo razviti lagran�ijan u red do drugog reda po perturba
iji, pa zatim iz �ega konstruisatijednaqine dinamike. Dakle,
L = L

∣
∣
∣
∣
F (0)

+
∂L

∂Fµν

∣
∣
∣
∣
F (0)

F (1)
µν +

1

2

∂2L
∂Fρσ∂Fµν

∣
∣
∣
∣
F (0)

F (1)
ρσ F (1)

µν + o(F 2
(1))Imaju�i u vidu (2.21) i (2.2), i uvode�i smene:

L0 = Φ(I1, I2)

∣
∣
∣
∣
F (0)

, L1 =
∂Φ

∂I1

∣
∣
∣
∣
F (0)

, L2 =
∂Φ

∂I2

∣
∣
∣
∣
F (0)

,

L11 =
∂2Φ

∂I1∂I1

∣
∣
∣
∣
F (0)

, L12 =
∂2Φ

∂I1∂I2

∣
∣
∣
∣
F (0)

, L22 =
∂2Φ

∂I2∂I2

∣
∣
∣
∣
F (0)

,nakon malo glomaznih posrednih diferen
ira�a sledi nixta ma�e glomazan rezultat:
L = L0 +

[

L1F
µν

(0) − 1
2L2 ⋆Fµν

(0)

]

F
(1)
µν + 1

2L1F
(1)
µν Fµν

(1) − 1
4L2F

(1)
µν ⋆Fµν

(1)+

+ 1
2

[

L11F
µν

(0)F
ρσ

(0) + 1
4L22 ⋆Fµν

(0) ⋆F ρσ

(0) − 1
2L12

(

Fµν

(0) ⋆F ρσ

(0) + ⋆Fµν

(0)F
ρσ

(0)

)]

F
(1)
µν F

(1)
ρσ .

(2.22)Sada treba iz ovog lagran�ijana izvesti jednaqine dinamike. Pritom je:
∂α

∂L
∂F

(1)
αβ

= ∂α

[

∂Fµν

∂F
(1)
αβ

∂L
∂Fµν

]

= ∂α

[

δα
µδβ

ν

∂L
∂Fµν

]

= ∂α

∂L
∂Fαβ

= 0na osnovu jednaqina dinamike i pretpostavke da je F
(0)
µν konstantno, pa jednaqine dinamike dobijamodiferen
ira�em samo po F

(1)
αβ . Obratimo pa��u sada na (2.22). Najpre, prvi sabirak na desnojstrani je konstantan, pa se mo�e izba
iti. Zatim, poxto su faktori u sred�im zagradamakonstantni, diferen
ira�e po F

(1)
µν pra�eno diferen
ira�em po koordinatama anulira drugisabirak, pa se i on mo�e izba
iti. Qetvrti sabirak je qetvorodivergen
ija:

− 1
4L2F

(1)
µν ⋆Fµν

(1) = −1

4
L2 ⋆Fµν

(1)

(

∂µA(1)
ν − ∂νA(1)

µ

)

= −1

2
L2 ⋆Fµν

(1)∂µA(1)
ν

= ∂µ

(

−1

2
L2 ⋆Fµν

(1)A
(1)
ν

)

+
1

2
A(1)

ν L2∂µ

(

⋆Fµν

(1)

)

= ∂µ

(

−1

2
L2 ⋆Fµν

(1)A
(1)
ν

)(vidi jednaqinu (2.8)), pa se i taj qlan mo�e izba
iti. Preostaju tre�i i peti sabirak, i oni dajunenulti doprinos u jednaqinama dinamike. Sve u svemu, lagran�ijan za linearizovanu teoriju seefektivno mo�e pisati kao:
L =

1

2
L1F

(1)
µν Fµν

(1) +
1

2

[

L11F
µν

(0)F
ρσ

(0) +
1

4
L22 ⋆Fµν

(0) ⋆F ρσ

(0) −
1

2
L12

(

Fµν

(0) ⋆F ρσ

(0) + ⋆Fµν

(0)F
ρσ

(0)

)]

F (1)
µν F (1)

ρσ .Diferen
ira�em se dobijaju slede�e (linearizovane!) jednaqine dinamike:
L1∂αFαβ

(1) +

[

L11F
µν

(0)F
αβ

(0) +
1

4
L22 ⋆Fµν

(0) ⋆Fαβ

(0) − 1

2
L12

(

Fµν

(0) ⋆Fαβ

(0) + ⋆Fµν

(0)F
αβ

(0)

)]

∂αF (1)
µν = 0 (2.23)Drugi korak je rexava�e ovih jednaqina. Rexe�e tra�imo u obliku (ravni monohromatskitalasi):

Aµ = Eµe−ikνxν ≡ Eµe−ik·x , (2.24)



GLAVA 2. BORN-INFELDOVA ELEKTRODINAMIKA 12gde je Eµ konstantna amplituda, a kµ talasni kvadrivektor.Analizom izraza u uglastim zagradama jednaqine (2.23) vidimo da je 
ela zagrada antisime-triqna po indeksima µ i ν:
[ ]µναβ

= −
[ ]νµαβ

,pa poxto je Fµν = ∂µAν − ∂νAµ imamo:
[ ]µναβ

∂αFµν =
[ ]µναβ

∂α∂µAν +
[ ]νµαβ

∂α∂νAµ = 2
[ ]µναβ

∂α∂µAν .Ako sada zamenimo (2.24) u (2.23), sledi:
L1k

2Eβ − L1k
βkαEα + 2

[ ]µναβ

kαkµEν = 0.Zatim, iz (2.18) sledi kαEα = 0, pa drugi sabirak otpada. Ako jox amplitudu Eν izvadimo ispredzagrade koriste�i jednaqinu Eβ = ηνβEν i uvedemo smene
aν def

= kµFµν

(0) , ⋆aν def
= kµ ⋆Fµν

(0) ,dobijamo:
[

L1k
2ηνβ + 2L11a

νaβ +
1

2
L22 ⋆aν

⋆aβ − L12

(
aν

⋆aβ + ⋆aνaβ
)
]

Eν = 0. (2.25)Kra�om analizom ove jednaqine vidimo da je Eµ linearna kombina
ija (linearno nezavisnih)kvadrivektora aµ i ⋆aµ. Zato rexe�e tra�imo u obliku:
Eµ = C1aµ + C2 ⋆aµ,pa zamenom i izjednaqava�em koefi
ijenata uz aµ i ⋆aµ sa nulom, dobijamo9 slede�i sistemjednaqina:

[(
k

a

)2(

1 +
L12

L1
I2

)

+ 2
L11

L1

]

C1 +

[(
k

a

)2 (L12

L1
I1 − 2

L11

L1
I2

)

− L12

L1

]

C2 = 0,

[(
k

a

)2 (

−1

2

L22

L1
I2

)

− L12

L1

]

C1 +

[(
k

a

)2(

1 − 1

2

L22

L1
I1 +

L12

L1
I2

)

+
1

2

L22

L1

]

C2 = 0.(2.26)Da bi ovaj homogen sistem imao netrivijalno rexe�e, determinanta mora biti jednaka nuli, xtodaje bikvadratnu jednaqinu:
(

k

a

)4 [

1 − 1

2

L22

L1
I1 + 2

L12

L1
I2 −

L11L22 − L2
12

L2
1

I2
2

]

+

+

(
k

a

)2 [

2
L11

L1
+

1

2

L22

L1
− L11L22 − L2

12

L2
1

I1

]

+

[L11L22 − L2
12

L2
1

]

= 0

(2.27)Tre�i korak je rexava�e jednaqine (2.27) qime dobijamo disperzionu jednaqinu prostira�aelektromagnetnih talasa u vakuumu (i u prisustvu spo	�eg konstantnog i eventualno jakog elektromagnetnogpo	a F
(0)
µν ). Taqnije, dobijamo dve (!!!) disperzione jednaqine:

k2 = a2λ±,9Ovde su korix�eni slede�i identiteti:
a · k = ⋆a · k = 0, ⋆a · a = −I2k2, ⋆a

2 = a2 − I1k2,koji se dokazuju direktnim izraqunava�em.



GLAVA 2. BORN-INFELDOVA ELEKTRODINAMIKA 13gde se λ± dobija direktnim rexava�em (2.27):
λ± =

1

2

(

1 − 1

2

L22

L1
I1 + 2

L12

L1
I2 − ΓI2

2

)−1(

−2
L11

L1
− 1

2

L22

L1
+ ΓI1 ± ∆

1
2

)

, (2.28)
Γ

def
=

L11L22 − L2
12

L2
1

, ∆ =

(

2
L11

L1
− 1

2

L22

L1
− ΓI1

)2

+

(

2
L12

L1
− 2ΓI2

)2

.Poxto je diskriminanta ∆ uvek ve�a ili jednaka nuli, sledi da (osim u spe
ijalnim sluqajevima
∆ = 0 ili a = 0) uvek imamo dve razliqite disperzione jednaqine za prostira�e elektromagnetnihtalasa u vakuumu.Ova qi�eni
a ima netrivijalne posledi
e, i jedna od �ih se sastoji u tome da postoje dverazliqite grupne brzine prostira�a talasa (qetvrti korak). To se vidi ako se setimo da segrupna brzina prostira�a talasa definixe jednaqinom:

c
def
=

∂kt

∂‖kiei‖
≡ ∂ω

∂|~k|
,pa ako imamo dve razliqite disperzione jednaqine, imamo i dve razliqite grupne brzine prostira�atalasa. U osnovi, kojom �e se brzinom talas prostirati zavisi od toga da li sistem (2.26) rexavamozadovo	avaju�i jednu ili drugu disperzionu jednaqinu, tj. eksperimentalno gledano, brzinasvetlosti zavisi od oblika polariza
ije. Ova pojava se na engleskom zove birefringence10.Naravno, sada poxto smo demonstrirali efekat, prirodno se postav	a pita�e: za koje lagran-�ijane se ovaj efekat ne�e javiti, tj. kakav treba da bude lagran�ijan da bi odgovaraju�a teorijapredviÆala postoja�e samo jedne brzine svetlosti?Odgovor na ovo pita�e se dobija zahteva�em da u teoriji nemamo dve, ve� jednu disperzionujednaqinu. Jednim pogledom na (2.28) vidimo da �e to biti sluqaj ako je diskriminanta bikvadratnejednaqine jednaka nuli: ∆ = 0. Poxto je ∆ zbir kvadrata, taj zahtev nas dovodi do slede�e dvejednaqine:

2
L11

L1
− 1

2

L22

L1
− L11L22 − L2

12

L2
1

I1 = 0,
L12

L1
− L11L22 − L2

12

L2
1

I2 = 0.Elementarnim algebarskim transforma
ijama ove jednaqine se mogu svesti na oblik:
2L11 −

1

2
L22 −

I1

I2
L12 = 0, L11L22 − L2

12 −
1

I2
L12L1 = 0. (2.29)Ovo je sistem dve nelinearne11 homogene par
ijalne diferen
ijalne jednaqine drugog reda polagran�ijanu L(I1, I2). Svaki lagran�ijan koji zadovo	ava ovaj sistem opisuje elektrodinamikuu kojoj postoji samo jedna brzina svetlosti. Name�e se ideja da rexava�em ovog sistema mo�emona�i sve te lagran�ijane.Ta ideja je i realizovana [2℄, i ispostavilo se da, osim trivijalnog rexe�a12, postoje samo dvaprva integrala koji zadovo	avaju ovaj sistem. To su:

L =
√

1 + I1 − I2
2 i L =

I1

I2
. (2.30)Naravno, sistem par
ijalnih diferen
ijalnih jednaqina (2.29) ne fiksira rexe�e do kraja. Trebaimati u vidu slede�e:

• jednaqine su invarijantne na smenu L → L′ = C1L + C2I2 + C3 gde su C1 6= 0, C2 i C3proizvo	ne konstante.10Nisam uspeo da prevedem. Qini mi se da u srpskom jeziku ne postoji adekvatan termin koji bi ovo zamenio.11Prva jednaqina ipak jeste linearna.12Trivijalno rexe�e zapravo opisuje Maxwellovu elektrodinamiku, jer su tamo svi drugi izvodi lagran�ijanajednaki nuli.
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• jednaqine su invarijantne na istovremene smene nezavisno promen	ivih I1 → I ′1 = C4I1 i

I2 → I ′2 = C4I2 (konstanta C4 6= 0 je proizvo	na, ali ista za obe nezavisno promen	ive!).Jasno, da bi lagran�ijan bio fiziqki prihvat	iv, mora ispu�avati dva uslova:
• mora biti dimenziono usaglaxen i
• mora se svoditi na Maxwellov lagran�ijan u limesu slabih po	a.Prvi zahtev nas primorava da, poxto I1 i I2 imaju dimenzije kvadrata jaqine po	a (m−4), uvedemokonstantu C4 = 1

b2
sa dimenzijom m4, jer se u prvom od dva integrala I1 i I2

2 sabiraju sa jedini
om.Drugi zahtev nas primorava da izaberemo jox i C1 = − b2

4π
, C2 = 0 i C3 = b2

4π
, qime sti�emo do

Born-Infeldovog lagran�ijana:
LBI(I1, I2) =

b2

4π

(

1 −
√

1 +
I1

b2
− I2

2

b4

)

.Drugo rexe�e sistema (2.29) se nikakvim izborom konstanti ne mo�e svesti na Maxwellov lagran-�ijan u limesu slabih po	a, te se ovom rexe�u ne mo�e pripisati fiziqki smisao lagran�ijanai stoga ga odba
ujemo.Zak	uqujemo da Born-Infeldov lagran�ijan opisuje jedinu mogu�u nelinearnu teoriju elektrodinamikeu kojoj se ne jav	a birefringence efekat13. Ovo je veoma znaqajan teorijski rezultat, jer je brzinasvetlosti eksperimentalno mer	iva veliqina, pa poxto svi dosadax�i eksperimenti ukazuju daona ne zavisi od oblika polariza
ije, jedine dve teorije koje se mogu smatrati fundamentalnimsu Maxwellova i Born-Infeldova. Sem toga, pri modelira�u svojstava supstan
ijalnih sredina, Born-
Infeldova teorija mo�e imati veliku primenu bax zbog odsustva birefringence efekta.Singularna rexe�a

Born-Infeldovu teoriju smo dosad formulisali u vakuumu, tj. tako da nema izvora po	a. Budu�inelinearna, teorija predviÆa netrivijalne konfigura
ije elektromagnetnog po	a u vakuumu, bezprisustva spo	ax�ih izvora koji bi takvu konfigura
iju generisali. Takva rexe�a jednaqinadinamike se zovu singularna rexe�a ili singulariteti.Oblik jednaqine (2.9) sugerixe da se Maxwellova teorija sa izvorima mo�e shvatiti kao spe
ijalansluqaj14 Born-Infeldove ukoliko se pretpostavi da su svi izvori po	a koje sre�emo u Maxwellovojteoriji zapravo elektromagnetnog porekla (jednaqina (2.10)). Poxto su izvori elektromagnetnogpo	a u kraj�oj liniji elementarne qesti
e, nas zanima da li su u Born-Infeldovoj teoriji mogu�ekonfigura
ije po	a u vakuumu takve da "liqe" na po	a generisana elementarnim qesti
ama u
Maxwellovoj teoriji.Konkretnosti radi, razmotrimo elektron, naelektrisa�a Q = −e, koji miruje u vakuumu. U
Maxwellovoj teoriji, on oko sebe generixe elektrostatiqko po	e koje opada sa kvadratom uda	enostiod elektrona (Coulombov zakon), dok je magnetno po	e jednako nuli:

~E(~r, t) = − e

r2
er, ~B(~r, t) = 0. (2.31)(elektron smo postavili u taqku ~r = 0, tj. u koordinatni poqetak). Vidimo da je po	e u potpunostielektriqnog tipa, sfernosimetriqno, i da ne zavisi od vremena.Nas, dakle, zanima da li ove osobine mo�emo da "imitiramo" nekim singularnim rexe�emjednaqina (2.13), (2.14) i (2.15). Drugim reqima, zanima nas da li Born-Infeldove jednaqine predviÆajusingularitet sa ovim osobinama.13Naravno, efekat se ne jav	a ni u Maxwellovoj teoriji (Maxwellov lagran�ijan trivijalno zadovo	ava jednaqine2.29), ali ona je linearna s jedne, i sasvim poznata i izuqena s druge strane.14Ovde treba naglasiti da smo u ode	ku 2.1 dokazali da se Born-Infeldov lagran�ijan u limesu b → ∞ svodi na

Maxwellov lagran�ijan bezizvorne elektrodinamike. O Maxwellovoj teoriji koja sadr�i izvore nije bilo reqi na tutemu.



GLAVA 2. BORN-INFELDOVA ELEKTRODINAMIKA 15Izaberimo koordinatni sistem u kome je gµν = ηµν . Nameta�em uslova:
~B = 0,

∂

∂t
= 0,sledi G = 0, pa se jednaqine dinamike po	a (2.13) i (2.14) svode na:

div ~D = 0, rot ~E = 0, (2.32)dok se veza izmeÆu ~E i ~D svodi na:
~D =

~E
√

1 − 1

b2
~E2

, ~E =
~D

√

1 +
1

b2
~D2

. (2.33)Rexe�e tra�imo u sfernosimetriqnom obliku ~D(~r) = D(r)er . Zamenom u prvu od jednaqina (2.32)dobijamo:
d

dr

(
r2D(r)

)
= 0,odakle sledi:

D(r) =
A

r2
, ~D(~r) =

A

r2
er. (2.34)Ovde je A konstanta integra
ije, qiji �emo fiziqki smisao sada utvrditi, a zatim iz graniqnihuslova (2.31) izraqunati (tj. zadati) i �enu vrednost. No pre toga izraqunajmo vektor elektriqnogpo	a. Iz (2.33) sledi:

~E(~r) =
A

r2

1
√

1 +
A2

b2r4

er =
A

√

r4 +
A2

b2

er =
A

√

r4 + r4
0

er, (2.35)pri qemu je r0
def
=

√

|A|
b
.Da bismo dali fiziqku interpreta
iju konstanti A, setimo se ponovo da smo u delu 2.1utvrdili da jednaqine dinamike mo�emo zapisati u obliku (2.9), pri qemu je jµ kvadrivektorgustine struje elektromagnetnog porekla. U elektrostatiqkom sluqaju koji ovde razmatramo iz(2.10) se jasno vidi da je ~j = 0, dok ρ mo�emo najlakxe izraqunati iz jednaqine

div ~E = 4πρ,koja sledi iz (2.9). Dakle:
ρ(~r) =

1

4π

1

r2

d

dr
r2E(r) =

A

4πr2

d

dr

r2

√

r4
0 + r4

. (2.36)Ukupno efektivno naelektrisa�e koje se jav	a je:
Q =

∫

R3

d3~r ρ(~r) =

∫ ∞

0

dr

∫ π

0

dθ

∫ 2π

0

dϕ r2 sin θ
A

4π

1

r2

d

dr

r2

√

r4
0 + r4

=

=
A

4π

∫ π

0

sin θ dθ

∫ 2π

0

dϕ

∫ ∞

0

dr
d

dr

r2

√

r4
0 + r4

=
A

4π
4π

∫ r=∞

r=0

d
r2

√

r4
0 + r4

=

= A lim
r→∞

r2

√

r4
0 + r4

− A lim
r→0

r2

√

r4
0 + r4

︸ ︷︷ ︸

0

= A lim
r→∞

1
√

r4
0

r4
+ 1

=

= A.



GLAVA 2. BORN-INFELDOVA ELEKTRODINAMIKA 16Odavde se vidi da konstanta integra
ije A ima fiziqki smisao naelektrisa�a.Poxto smo to utvrdili i izraqunali oblik tra�enog sfernosimetriqnog elektrostatiqkogpo	a, nametnimo na �ega graniqne uslove (2.31). Kada posmatramo po	e daleko od singulariteta(koji se nalazi u koordinatnom poqetku), tj. limes r → ∞, konstanta r0 postaje zanemar	iva uporeÆe�u sa r, pa elektriqno po	e poprima oblik:
~E(~r) =

A

r2
er (r → ∞).Oqekujemo da se na velikim rastoja�ima od singulariteta rezultat ne razlikuje od onog koji daje

Maxwellova teorija, (2.31). UporeÆiva�em dobijamo rezultat:
~D(~r) = − e

r2
er, ~E(~r) = − e

√

r4
0 + r4

er, (2.37)pri qemu je r0 =

√
e

b
prirodna jedini
a du�ine za singularitet.Prokomentariximo ovaj rezultat. Rexava�em Born-Infeldovih jednaqina u vakuumu, dobili smojednu mogu�u konfigura
iju elektromagnetnog po	a (singularitet), koja na rastoja�ima mnogove�im od karakteristiqnog r0 izgleda isto kao Maxwellovsko elektromagnetno po	e generisanojednim elektronom. Qak je i ukupno naelektrisa�e (elektromagnetnog porekla!) jednako −e,tj. razliqito od nule, iako radimo u vakuumu! Name�e se ideja da ovaj singularitet mo�emopoistovetiti sa elektronom. No, ako to uradimo, uoqavamo i neke nove efekte.Prvi efekat se sastoji u slede�em. Kako se pribli�avamo rastoja�ima uporedivim sa r0elektriqno po	e poqi�e sve vixe da se razlikuje od Coulombovog. Kako r0 zavisi od b, numeriqkuvrednost ovog rastoja�a mo�emo znati tek kad pro
enimo b, xto �emo uqiniti malo kasnije. Sadasamo re
imo unapred da �e to rastoja�e biti veoma malo.Drugi efekat se sastoji u qi�eni
i da teorija predviÆa odreÆenu raspodelu gustine naelektrisa�aelektrona, po jednaqini (2.36). Ovo je takoÆe zanim	iv rezultat, jer naelektrisa�e elektrona nijekon
entrisano u jednoj taqki kao xto se pretpostav	a u Maxwellovoj teoriji, ve� je kontinuirano"razmazano" po 
elom prostoru, nalik sluqaju vezanog elektrona u atomu koji sre�emo u kvantnojmehani
i. Ova raspodela naelektrisa�a na neki naqin fiksira unutrax�u strukturu elektrona,bar kad su u pita�u �egove elektromagnetne osobine.Sada kada smo to sve razmotrili, spremni smo da izraqunamo ukupnu elektromagnetnu energijuovakvog elektrona, i da diskutujemo �enu konvergen
iju, xto je i bila ini
ijalna motiva
ija zauvoÆe�e Born-Infeldove elektrodinamike.Poxto je za razmatrani singularitet G = 0 i √−g = 1, iz (2.20) i (2.4) imamo:

T µ
ν =

1

4π

FµαFαν√
1 + F

− δµ
ν

b2

4π

(

1 −
√

1 + F
)

. (2.38)Na osnovu prve jednaqine iz (2.3) i ~B = 0, za gustinu energije po	a (hamiltonijan) dobijamo15:
H ≡ T 0

0 =
1

4π

F 0iFi0
√

1 − b−2 ~E2
− b2

4π

(

1 −
√

1 − b−2 ~E2

)

=
1

4π

~E2

√

1 − b−2 ~E2
− b2

4π
+

b2

4π

1 − b−2 ~E2

√

1 − b−2 ~E2

=
b2

4π

(

1
√

1 − b−2 ~E2
− 1

)15Uoqiti analogiju sa kinetiqkom energijom slobodne relativistiqke qesti
e:
T = mc2

„

1√
1 − c−2~v2

− 1

«

.TakoÆe, potpuna analogija vredi i u sluqaju Maxwellove elektrostatike i nerelativistiqke mehanike:
H =

1

2

1

4π
~E2 naspram T =

1

2
m~v2.
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H =

b2

4π









1
√

1 − b−2
e2

r4
0 + r4

− 1









=
b2

4π







√

r4
0 + r4

√

r4
0 + r4 − e2

b2

− 1







=
b2

4π

√

r4
0 + r4 − r2

r2
, (2.39)pa se integra
ijom po 
elom prostoru mo�e dobiti ukupna elektrostatiqka energija singulariteta:

E =

∫

R3

H d3~r =

∫ ∞

0

dr

∫ π

0

dθ

∫ 2π

0

dϕ r2 sin θ
b2

4π

√

r4
0 + r4 − r2

r2

=
b2

4π

∫ π

0

sin θdθ

∫ 2π

0

dϕ

∫ ∞

0

dr

(√

r4
0 + r4 − r2

)

=
b2

4π
4πr3

0

∫ ∞

0

(√

1 +
r4

r4
0

− r2

r2
0

)

d

(
r

r0

)

= b2 r4
0

r0

∫ ∞

0

(√

1 + x4 − x2
)

dx =
e2

r0

∫ ∞

0

(√

1 + x4 − x2
)

dxKada se izvrxi preostala integra
ija16, tra�ena ukupna energija singulariteta je:
E =

e2

r0

π
3
2

3Γ
(

3
4

)2 ≡ e2

√

b

e

π
3
2

3Γ
(

3
4

)2 ≃ e2

√

b

e
· 1.236. (2.40)Konaqno, kada se ekspli
itno zameni e = 1√

137
, dobije se pribli�no:

E ≃ 0.031
√

b.Dakle, vidimo da je ukupna elektromagnetna energija singulariteta konaqna, i da je propor
ionalnakorenu iz b. Ovo je u vreme kada su Born i Infeld razvijali ovu teoriju bio glavni i osnovni rezultat,nesum�ivo superioran u odnosu na Maxwellovu teoriju.Da	e razvija�e ideje elektrona kao singulariteta nas vodi do diskusije �egove mase. Naime, izteorije relativnosti znamo da je ukupna energija nekog objekta (u referentnom sistemu mirova�a)jednaka �egovoj masi. Poxto elektron ima nenultu i konaqnu elektromagnetnu energiju mirova�a,mo�emo pisati:
me = E + m∗,gde je E malopre izraqunata elektromagnetna energija, a m∗ masa neelektromagnetnog porekla,koja mo�e i ne mora postojati. Odavde se kao direktna posledi
a dobija:

E 6 me = 9.1 · 10−31 kg = 2.6 · 1012 1

m
,pa rexava�em po b dobijamo:

b 6 e
(me

e2

)2 9Γ
(

3
4

)4

π3
= 7.1 · 1027 1

m2
= 4 · 1011 T, (2.41)xto je za zema	ske uslove veoma velika vrednost jaqine po	a. Imamo, dakle, gor�u grani
u zavrednost konstante b, pa ako da	e pretpostavimo da elektron nema nikakvu masu neelektromagnetnog16Integral se rexava smenom √

1 + x4−x2 =
√

t, qime se svodi na par Eulerovih B funk
ija. Koriste�i identitete
B(a, b) =

Γ (a)Γ (b)

Γ (a + b)
, Γ (a)Γ (1 − a) =

π

sin aπ
, Γ (a + 1) = aΓ (a),dobija se gor�i rezultat.



GLAVA 2. BORN-INFELDOVA ELEKTRODINAMIKA 18porekla (m∗ = 0), u gor�oj nejednaqini �e va�iti znak jednakosti, qime smo fiksirali konstantu
b. Razmotrimo sada dve va�ne posledi
e. Prvo, vidimo da b ima veoma veliku vrednost, xto upotpunosti opravdava qi�eni
u da dosad nije eksperimentalno zapa�eno nikakvo odstupa�e odlimesa slabih po	a, tj. Maxwellove elektrodinamike. Kao i u teoriji relativnosti, svi efektikoji potiqu od nelinearnosti su veoma daleko od svakodnevnih iskustava. Drugo, prirodna du�inaza singularitet ima vrednost:

r0 =

√
e

b
= 3.5 · 10−15 m,xto je zaista veoma malo, i zadire daleko u domet kvantne teorije, tj. izlazi iz okvira va�e�aklasiqne teorije koju razmatramo.Naravno, pro
ena konstante b pomo�u zahteva m∗ = 0 uopxte ne mora da va�i. Mo�e se qakre�i da se neelektromagnetna masa ne mo�e uopxte izba
iti iz teorije ako ona pretenduje da budefundamentalna (bar na klasiqnom nivou). Naime, ispostav	a se da se neelektromagnetna masa nemo�e eliminisati iz teorije zato xto postoje familije elementarnih qesti
a. Konkretno, µ i τimaju potpuno identiqne elektromagnetne osobine kao elektron, ali mnogo (bar dva reda veliqine)ve�u masu. Ovo ima za posledi
u nesum�ivo postoja�e neelektromagnetne mase, jer sve tri qesti
eimaju istu ukupnu elektromagnetnu energiju. Sada, poxto µ i τ imaju osim elektromagnetne ineelektromagnetnu masu, a priori nema razloga da je elektron nema, te se mo�e sasvim prirodnopretpostaviti da je m∗ 6= 0. Da bismo pro
enili kolika je ta masa (i na osnovu toga izraqunalinovu, ma�u vrednost za b), treba nam ponovo strukturna teorija koja �e toj masi dati neko poreklo.Time se vra�amo na problem strukture elektrona, koji smo 
elom ovom teorijom upravo pokuxavalida zaobiÆemo.Postoje naqini da se teorija modifikuje tako da inkorporira i familije elementarnih qesti
abez uvoÆe�a neelektromagnetne mase, ali po 
enu (na primer) uvoÆe�a vixe razliqitih konstanti

b, po jedne za svaku familiju. No, time se teorija znaqajno komplikuje i postaje suvixe vextaqka.Time smo zavrxili pregled osnovnih osobina Born-Infeldove elektrodinamike. Napomenimo nakraju da je u teoriji superstruna, gde se Born-Infeldov lagran�ijan prirodno pojav	uje, konstanta
b isto tako prirodno fiksirana nekim drugim veliqinama koje u toj teoriji figurixu. No, uokviru te teorije jaqina po	a Fµν ima vixe stepeni slobode nego prosto elektromagnetno po	e,te mu se ne mo�e na oqigledan naqin pripisati fiziqki smisao. Zbog toga se zasad samo izuqavamatematiqka struktura teorije, koja tek treba da dobije interpreta
iju. U tom smislu je veomazanim	iva i va�na osobina Born-Infeldove teorije �ena dualna simetrija, koju �emo izuqiti unarednoj glavi.



Glava 3SIMETRIJA DUALNOSTIU teoriji superstruna postoji mnogo simetrija, i neke od �ih nose ime dualne simetrije. To jeopxte ime za razne vrste simetrija koje se jav	aju u raznim "delovima" teorije. Nas u ovom raduzanima tzv. elektromagnetna dualna simetrija, tj. dualna simetrija elektromagnetnih pojava.Jedan praktiqan razlog zbog koga su dualne simetrije zanim	ive, je mogu�nost da se neperturbativniproblem (koji ne umemo da reximo) nekom transforma
ijom "preseli" u perturbativni sektor,rexi, pa se rexe�e zatim inverznom transforma
ijom "vrati" u neperturbativni sektor. Ako jeprime�ena transforma
ija simetrija teorije, dobijeno rexe�e �e biti rexe�e polaznog neperturbativnogproblema.Sem toga, svaka (pa i dualna) simetrija ima teorijski znaqaj (na primer zbog zakona odr�a�a).3.1 Defini
ija transforma
ijeDualna simetrija se vidi qak i na nivou bezizvorne1 Maxwellove elektrodinamike, pod imenom"Hodge rota
ija2". MeÆutim, kao xto �emo videti, prelaskom saMaxwellove na (bilo koju) nelinearnuteoriju, ova simetrija se ekspli
itno naruxava, tj. Hodge rota
ije vixe ne quvaju jednaqinedinamike. Zato se ove transforma
ije uopxtavaju na takav naqin da quvaju jednaqine dinamikenelinearnih teorija, qime se dolazi do pojma dualnih transforma
ija, koje sadr�e Hodge rota
ijekao spe
ijalan sluqaj. U ovom ode	ku �emo ovo deta	no razmotriti.Doka�imo najpre par korisnih identiteta vezanih za operator dualnosti, ⋆. Neka je Aµνproizvo	an tenzor drugog reda. Tada je operator dualnosti definisan3 jednaqinom:
⋆Aµν =

1

2
εµνρσAρσ .Imaju�i u vidu identitete (4), sledi:1Xta se dexava sa Maxwellovom teorijom koja sadr�i izvore razmotri�emo u ode	ku 3.3.2Ovaj termin je relativno nov i nije se jox ustalio u literaturi. Ka�emo da je u pita�u rota
ija zato xtotransforma
ija ima grupnu strukturu rota
ije u ravni, SO(2), a Hodge zato xto u transforma
iji prirodnofigurixe Hodge star operator, ⋆.3Operator dualnosti se mo�e definisati tako da deluje i na tenzore nultog, prvog, tre�eg i qetvrtog reda, alinama to ovde ne�e biti potrebno.

19
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⋆ ⋆Aαβ =

1

4
εαβµνεµνρσAρσ

= −1

2

(

−1

2
ερσµνεαβµν

)

Aρσ

= −1

2
δρσ

αβAρσ

= −1

2
(δρ

αδσ
β − δρ

βδσ
α)Aρσ

= −1

2
(Aαβ − Aβα) .Ukoliko je tenzor Aµν antisimetriqan, Aµν = −Aνµ, imamo ⋆ ⋆Aµν = −Aµν , odakle (poxto je Aµνproizvo	an) sledi identitet4:

⋆ ⋆ = −1. (3.1)Zapaziti da ukoliko tenzor na koji ⋆ ⋆ deluje nije antisimetriqan, imamo ⋆ ⋆ 6= −1!Zatim, neka su Aµν i Bµν proizvo	ni tenzori. Imamo:
⋆AµνBµν =

1

2
εµνρσAρσBµν = Aρσ 1

2
ερσµνBµν = Aρσ

⋆Bρσ = Aµν ⋆Bµν .Vidimo da smemo proizvo	no premextati ⋆ sa jednog tenzora na drugi u okviru kontrak
ije. Podpretpostavkom da je Bµν = −Bνµ, dobijamo slede�i identitet:
⋆Aµν ⋆Bµν = Aµν ⋆ ⋆Bµν (3.1)

= −AµνBµν . (3.2)Sada definiximo [5℄ Hodge transforma
iju na slede�i naqin:
Fµν → F ′

µν

def
= cosα Fµν + sin α ⋆Fµν , α ∈ [ 0, 2π). (3.3)U koordinatnom sistemu u kome je gµν = ηµν mo�emo uvesti trovektorsku nota
iju, pa ove jednaqine(na osnovu (5), (2) i (3)) dobijaju oblik:

~E → ~E′ = cosα ~E + sinα ~B,
~B → ~B′ = − sin α ~E + cosα ~B.Ovaj oblik jednaqina opravdava naziv "rota
ija", a parametar α predstav	a ugao rota
ije. Poxtoje jednaqina (3.3) kovarijantna, Hodge rota
ije komutiraju sa opxtim transforma
ijama koordinata.Doka�imo da transforma
ije (3.3) qine grupu. Najpre poka�imo zatvorenost:

Fµν → F ′′
µν = cosβ F ′

µν + sin β ⋆F ′
µν

= cosβ (cosα Fµν + sin α ⋆Fµν) + sinβ (cosα ⋆Fµν + sin α ⋆ ⋆Fµν)
= (cosα cosβ − sin α sin β)Fµν + (sin α cosβ + cosα sinβ) ⋆Fµν

= cos(α + β)Fµν + sin(α + β) ⋆Fµν .Dakle, kompozi
ija dve Hodge rota
ije je Hodge rota
ija. Zatim, kompozi
ija je u opxtem sluqajuaso
ijativna, neutralni element se dobija za α = 0, inverzni za α je −α, a iz zakona komponova�avidimo da je grupa i komutativna. Sve ovo su oqekivani zak	uq
i, jer se zapravo radi o reprezenta
iji
Abelove grupe SO(2).Slede�e xto treba proveriti je invarijantnost bezizvornih Maxwellovih jednaqina dinamike naove transforma
ije. Najpre, napomenimo da su za dokaz invarijantnosti neophodni i Bianchijevi4Ovo nije identitet u pravom smislu te reqi, jer va�i samo za antisimetriqne tenzore. No, u ovom radu �e sejav	ati samo takvi sluqajevi, pa je zato korisno ista�i jednaqinu (3.1).



GLAVA 3. SIMETRIJA DUALNOSTI 21identiteti, jer bez �ih sistem jednaqina nije potpun. Imamo:
∂µ(

√−g F ′
νµ) = 0

∂µ(
√−g ⋆F ′

νµ) = 0
(3.3)⇐⇒ ∂µ

√−g (cosα Fµν + sin α ⋆Fµν) = 0
∂µ

√−g (cosα ⋆Fµν + sin α ⋆ ⋆Fµν) = 0

⇐⇒ cosα ∂µ(
√−g Fµν) + sin α ∂µ(

√−g ⋆Fµν) = 0
− sinα ∂µ(

√−g Fµν) + cosα ∂µ(
√−g ⋆Fµν) = 0

.

(3.4)Ovde je pretpostav	eno da α nije funk
ija xµ, tj. da se radi o globalnoj transforma
iji.Determinanta gor�eg homogenog sistema jednaqina je:
∀α ∈ [ 0, 2π) ∆ = cos2 α + sin2 α = 1 6= 0,pa postoji samo trivijalno rexe�e:
∂µ(

√
−g Fνµ) = 0, ∂µ(

√
−g ⋆Fνµ) = 0,qime smo dokazali invarijantnost jednaqina dinamike u odnosu na ove transforma
ije.Razmotrimo sada opxti sluqaj lagran�ijanaL, koji generixe nelinearnu teoriju. Pod pretpostavkomda lagran�ijan ne zavisi od po	aAµ ve� samo od izvoda ∂µAν i to u antisimetriqnim kombina
ijama5,jednaqine dinamike po	a imaju opxti oblik kao (2.5):

∂µ

∂L
∂(∂µAν)

= 0,odnosno, ako uvedemo tenzor induk
ije kao:
Hνµ def

=
4π√−g

∂L
∂(∂µAν)

(3.5)(uporedi sa jednaqinama (2.6) i (2.11)), imamo (uporedi (2.12)):
∂µ(

√−g Hνµ) = 0. (3.6)Ove jednaqine dinamike imaju formalno isti oblik kao Maxwellove, a nelinearnost teorije jesakrivena u konstitutivnim jednaqinama (3.5).Jasno, jednim pogledom na (3.4) vidimo da dokaz invarijantnosti jednaqina dinamike vixe neva�i, pa zak	uqujemo da Hodge rota
ije nisu simetrija nelinearnih teorija. Sem toga, iz (3.4) sevidi kako treba modifikovati Hodge transforma
iju tako da obuhvati i nelinearan sluqaj. Zatodefinixemo nove transforma
ije:
Fµν → F ′

µν

def
= cosα Fµν + sin α ⋆Hµν

Hµν → H ′
µν

def
= cosα Hµν + sin α ⋆Fµν

, α ∈ [ 0, 2π). (3.7)Ove transforma
ije se zovu dualne transforma
ije.Kao i proxli put, u koordinatnom sistemu u kome je gµν = ηµν mo�emo uvesti trovektorskunota
iju, pa ove jednaqine sada dobijaju oblik:
~E → ~E′ = cosα ~E + sinα ~H
~H → ~H ′ = − sinα ~E + cosα ~H

,
~B → ~B′ = cosα ~B − sinα ~D
~D → ~D′ = sin α ~B + cosα ~D

.Potpuno analognim postupkom kao kod Hodge rota
ija pokazuje se da dualne transforma
ije qinegrupu, kao i da ostav	aju invarijantnim jednaqine dinamike (3.6) u kombina
iji sa Bianchijevim5Drugim reqima, pretpostav	amo da lagran�ijan zavisi samo od tenzora jaqine po	a Fµν .



GLAVA 3. SIMETRIJA DUALNOSTI 22identitetima. Sem toga, vidimo da se dualne transforma
ije svode na Hodge transforma
ije usluqaju Hµν = Fµν , tj. u sluqaju linearne (odnosno Maxwellove) teorije.No, ono xto je novo kod dualnih transforma
ija je da ne predstav	aju simetriju svih nelinearnihteorija. Naime, da bi dualne transforma
ije bile simetrija teorije, moraju ostav	ati invarijantnomdefini
iju tenzora induk
ije, tj. konstitutivnu jednaqinu (3.5). Ovaj zahtev name�e ograniqe�ena oblik lagran�ijana teorije.Da bismo proverili da li neka nelinearna teorija ima dualnu simetriju, potrebno je i dovo	noda utvrdimo da jednaqina (3.5) ne me�a oblik kada se primeni transforma
ija (3.7), xto se mo�euvek uqiniti kada nam je zadat lagran�ijan teorije. No, samu jednaqinu mo�emo u izvesnoj meripojednostaviti i time na�i matematiqki pogodniji kriterijum invarijantnosti.To se qini na slede�i naqin. Najpre, kako dualne transforma
ije imaju grupnu struktururota
ija u ravni, SO(2), imamo posla sa jednoparametarskom Liejevom grupom, pa je dovo	noispitati invarijantnost na transforma
ije koje su infinitezimalno uda	ene od neutralnog elementa,
α = 0. Dakle, infinitezimalne transforma
ije u limesu6 α → 0 dobijaju oblik:

Fµν → F ′
µν = Fµν + α ⋆Hµν

Hµν → H ′
µν = Hµν + α ⋆Fµν

,odakle dobijamo izraze za varija
ije:
δFµν = α ⋆Hµν , δHµν = α ⋆Fµν .Da	e, varira�em jednaqine (3.5) imamo:

Hµν = −2
4π√−g

∂L
∂Fµν

=⇒ δHµν = −2
4π√−g

∂

∂Fαβ

∂L
∂Fµν

δFαβ

⇐⇒ α ⋆Fµν = −2
4π√−g

∂2L
∂Fαβ∂Fµν

α ⋆Hαβ

⇐⇒ εµνρσFρσ =

(

−2
4π√−g

)2
∂2L

∂Fµν∂Fαβ

εαβρσ

∂L
∂Fρσ

⇐⇒ εµνρσFρσ =
1

2

(

−2
4π√−g

)2
∂

∂Fµν

(

εαβρσ

∂L
∂Fαβ

∂L
∂Fρσ

)

.Posled�a jednaqina dozvo	ava integra
iju:
∫

εµνρσFρσ∂Fµν =
1

2

(

−2
4π√−g

)2 ∫

∂

(

εαβρσ

∂L
∂Fαβ

∂L
∂Fρσ

)

.Razmotrimo najpre integral na levoj strani. Zbog antisimetriqnosti simbola Levi-Civita, indeksi
ρ i σ su sigurno razliqiti od µ i ν, pa imamo:

∫

εµνρσFρσ∂Fµν = εµνρσFρσ

∫

∂Fµν =
1

2
εµνρσFρσFµν = Fµν ⋆Fµν(faktor 1/2 u tre�em koraku se uba
uje zbog duplog prebrojava�a u kontrak
ijama, jer je Levi-Civitatenzor simetriqan u odnosu na zamenu parova indeksa, εµνρσ = ερσµν ).6Ovde koristimo poznate aproksimativne formule:

sinα ≃ α, cos α ≃ 1, (α → 0)koje se dobijaju razvojem funk
ija u Taylorov red.



GLAVA 3. SIMETRIJA DUALNOSTI 23Na desnoj strani pod integralom se nalazi skalar, pa imamo:
1

2

(

−2
4π√−g

)2 ∫

∂

(

εαβρσ

∂L
∂Fαβ

∂L
∂Fρσ

)

=
1

2

(

−2
4π√−g

)2

εαβρσ

∂L
∂Fαβ

∂L
∂Fρσ

+ C

=
1

2
εαβρσHαβHρσ + C

= Hαβ ⋆Hαβ + CIzjednaqava�em sledi:
Fµν ⋆Fµν = Hαβ ⋆Hαβ + C.Konstantu integra
ije C nalazimo iz uslova da Maxwellov lagran�ijan zadovo	ava ovu jednaqinu,pa poxto je u tom sluqaju Hµν = Fµν , imamo C = 0.Dakle, potreban i dovo	an uslov da teorija ima dualnu simetriju je:

Fµν ⋆Fµν = Hµν ⋆Hµν . (3.8)U trovektorskoj nota
iji (u koordinatnom sistemu gde je gµν = ηµν) ova jednaqina ima oblik:
~E · ~B = ~D · ~H.Sada (vidi jednaqinu (2.16) i fusnotu 5 na strani 8) vidimo da Born-Infeldova elektrodinamikaposeduje dualnu simetriju.3.2 Opxte rexe�e za samodualni lagran�ijanPoxto smo utvrdili da Born-Infeldova teorija ima dualnu simetriju i poxto smo odrediliefektivan kriterijum invarijantnosti date teorije na dualne transforma
ije, postav	a se prirodnopita�e da li je Born-Infeldova teorija jedina nelinearna teorija koja je simetriqna na ove tranforma
ije.Odgovor na ovo pita�e je odreqan [5, 6℄, i to �emo pokazati u ovom ode	ku.Imaju�i na umu kriterijum dualne simetriqnosti (3.8), najprirodnija ideja je da se rexava�emove jednaqine izraqunaju svi lagran�ijani koji je zadovo	avaju. U tom 
i	u zapiximo je najpreu obliku:

Fµν ⋆Fµν =
1

2
εµνρσ

(

−2
4π√−g

)2
∂L

∂Fµν

∂L
∂Fρσ

. (3.9)Primetimo pre svega da je sa leve strane invarijanta, −4I2 (vidi drugu jednaqinu u (2.2)). Zatim,setimo se da se na osnovu teoreme iz dodatka A nepoznati lagran�ijan L mo�e zapisati kaofunk
ija dve invarijante iz (2.2), L = L(I1, I2). Imaju�i ovo na umu, par
ijalne izvode na desnojstrani (3.9) raqunamo na slede�i naqin:
∂L

∂Fµν

=
∂I1

∂Fµν

∂L
∂I1

+
∂I2

∂Fµν

∂L
∂I2

.Znaju�i da je:
∂I1

∂Fµν

= Fµν ,
∂I2

∂Fµν

= −1

2
⋆Fµν ,i uvode�i kra�u nota
iju:

L1
def
=

∂L
∂I1

, L2
def
=

∂L
∂I2

,dobijamo:
∂L

∂Fµν

= FµνL1 −
1

2
⋆FµνL2.



GLAVA 3. SIMETRIJA DUALNOSTI 24Zamenom svega ovoga u (3.9) sledi:
−4I2 =

1

2
εµνρσ

(

−2
4π√−g

)2(

FµνL1 −
1

2
⋆FµνL2

)(

F ρσL1 −
1

2
⋆F ρσL2

)

=

(

−2
4π√−g

)2 [
1

2
εµνρσFµνF ρσL2

1 +
1

8
εµνρσ ⋆Fµν

⋆F ρσL2
2

−1

2

(
1

2
εµνρσFµν

⋆F ρσ +
1

2
εµνρσ ⋆FµνF ρσ

)

L1L2

]

=

(

−2
4π√−g

)2 [

Fµν
⋆FµνL2

1 +
1

4
⋆Fµν

⋆ ⋆FµνL2
2 −

1

2
(Fµν

⋆ ⋆Fµν + ⋆Fµν
⋆Fµν)L1L2

]

=

(

−2
4π√−g

)2 [

Fµν ⋆Fµν

(

L2
1 −

1

4
L2

2

)

+ FµνFµνL1L2

]

=

(

−2
4π√−g

)2 [

−4I2

(

L2
1 −

1

4
L2

2

)

+ 2I1L1L2

]

,odakle dobijamo:
2I1L1L2 + I2

[(√−g

4π

)2

− 4L2
1 + L2

2

]

= 0. (3.10)Slede�i korak [5, 6℄ je uvoÆe�e smene. Nove nezavisno-promen	ive uvodimo jednaqinama7:
p =

√−g

4π

1

4

(

I1 +
√

I2
1 + 4I2

2

)

, q =

√−g

4π

1

4

(

I1 −
√

I2
1 + 4I2

2

)

, (3.11)i posle uvrxtava�a u gor�u jednaqinu i malo du�eg raquna�a ona se svodi na:
∂L
∂p

∂L
∂q

= 1. (3.12)Jednaqina (3.12) je veoma mnogo izuqavana u matemati
i [6℄ i poznato je �eno opxte rexe�e:
L =

2p

f ′(s)
+ f(s), (3.13)

q =
p

[f ′(s)]
2 + s. (3.14)Ovde je f(s) proizvo	na funk
ija promen	ive s, i odabira�em �enog ekspli
itnog oblika dobijase jedno partikularno rexe�e jednaqine (3.12) na slede�i naqin: najpre se iz f(s) odredi f ′(s), pase zameni u (3.14) i rexi po s(p, q). Zatim se to uvrsti u (3.13) qime se eliminixe zavisnost od si dobije partikularni integral L(p, q). Konaqno, jednaqinama (3.11) se eliminixu p i q u koristinvarijanti po	a I1 i I2.Poxto je jednaqina (3.9) (odnosno (3.12)) potreban i dovo	an uslov da teorija bude simetriqnana dualne tranforma
ije, ovako dobijeni lagran�ijan sigurno predstav	a takvu teoriju, i ob-ratno, ako teorija ima dualnu simetriju, onda �en lagran�ijan zadovo	ava (3.12) xto znaqi dapostoji funk
ija f(s) koja ga generixe.7Ovi izrazi se dobijaju kao dva rexe�a kvadratne jednaqine:

x2 −
„√

−g

4π

I1

2

«

x −
„√

−g

4π

I2

2

«2

= 0.



GLAVA 3. SIMETRIJA DUALNOSTI 25Na primer, ako izaberemo funk
iju f(s) = −s, imamo f ′(s) = −1, pa zamenom u (3.14) dobijamo
s(p, q) = q − p. Uvrxtava�em u (3.13) i elimina
ijom s imamo:

L = −p− q.Elimina
ijom p i q pomo�u smene (3.11) dobijamo:
L = −

√−g

4π

1

2
I1 = −√−g

1

16π
FµνFµν ,xto je zapravo lagran�ijan Maxwellove elektrodinamike. Poxto od svakog lagran�ijana oqekujemoda se u limesu slabih po	a svodi na Maxwellov, fiziqki je opravdano nametnuti graniqni uslov:

L = −p− q + o(p, q), (p, q → 0). (3.15)Kao drugi primer, izaberimo funk
iju:
f(s) =

√−g

4π
b2

(

1 −
√

1 +
4π√−g

2

b2
s

)

.Odatle imamo:
f ′(s) = −

(

1 +
4π√−g

2

b2
s

)− 1
2

,pa se zamenom u (3.14) i rexava�em po s dobija:
s =

q − p

1 +
4π√−g

2

b2
p
.Uvrxtava�em ovih jednaqina u (3.13), posle malo sreÆiva�a dobijamo:

L =

√−g

4π
b2

(

1 −
√

1 +
4π√−g

2

b2
p

√

1 +
4π√−g

2

b2
q

)

, (3.16)odakle elimina
ijom p i q pomo�u (3.11) konaqno dobijamo:
L =

√−g

4π
b2

(

1 −
√

1 +
I1

b2
− I2

2

b4

)

,xto zapravo predstav	a lagran�ijan Born-Infeldove elektrodinamike. Primetimo da u limesu
p, q → 0 (3.16) postaje:

L =

√−g

4π
b2

[

1 −
(

1 +
1

2

4π√−g

2

b2
p + o(p)

)(

1 +
1

2

4π√−g

2

b2
q + o(q)

)]

=

√−g

4π
b2

[

1 −
(

1 +
4π√−g

p + q

b2
+ o(p, q)

)]

= −p − q + o(p, q),u skladu sa graniqnim uslovom (3.15).Na osnovu svega izlo�enog, mo�emo da zak	uqimo da Born-Infeldova elektrodinamika nije jedinanelinearna teorija sa dualnom simetrijom, ve� je samo jedno od rexe�a jednaqine (3.9).



GLAVA 3. SIMETRIJA DUALNOSTI 26Prokomentariximo malo strukturu jednaqina (3.13) i (3.14). Najpre, izvod proizvo	ne funk-
ije f(s) figurixe nelinearno, pa se (3.14) mo�e ekspli
itno analitiqki rexiti po s(p, q) samoza neke (pogodne) izbore f(s). Zatim, nije jasno koji (potreban i dovo	an) uslov f(s) treba dazadovo	i da bi rezultuju�i lagran�ijan imao korektan limes (3.15). Ovakve okolnosti mnogoote�avaju ekspli
itno raquna�e novih rexe�a, i ona se dobijaju uglavnom samo za sre�no "pogoÆene"funk
ije f(s). Qak i tada, dobijeni lagran�ijan je obiqno veoma komplikovan, xto automat-ski uma�uje �egovu praktiqnu korist. Naime, komplikovani lagran�ijani po pravilu generixujednaqine dinamike koje su bar isto toliko komplikovane, xto ukombinovano sa �ihovom neliearnox�uqini bilo kakvo izraqunava�e matematiqki enormno texkim, ako ne i nemogu�im.Na primer, izborom funk
ije:
f(s) = − ln

(

s +
√

1 + s2
)diferen
ira�em dobijamo:

f ′(s) = − 1√
1 + s2

.Kvadratni koren u imenio
u se zgodno ukombinuje sa kvadratom funk
ije f ′(s) u jednaqini (3.14)xto daje kvadratnu jednaqinu po s koja se mo�e rexiti:
s =

−1 ±
√

1 − 4p(p− q)

2p
.Bira�em "+" rexe�a i zamenom u (3.13) dobija se lagran�ijan8:

L = −
√

2 − 2
√

1 − 4p(p − q) + 4pq − ln




−1 +

√

1 − 4p(p − q)

2p
+

√

1 −
√

1 − 4p(p − q) + 2pq

2p2



 ,koji posle elimina
ije p i q jednaqinama (3.11) postaje beznade�no komplikovan. No, sa drugestrane, uz malo raquna�a mo�e se pokazati da zadovo	ava graniqni uslov (3.15), pa predstav	a (uprin
ipu) mogu� lagran�ijan elektrodinamike. Poxto je dobijen kao egzaktno rexe�e jednaqine(3.12), invarijantan je na dualne transforma
ije.Bira�em "−" rexe�a mo�e se posle malo raquna�a pokazati da tako dobijeni lagran�ijan nezadovo	ava graniqni uslov (3.15) pa to rexe�e odba
ujemo.Jox jedan primer se dobija izborom funk
ije:
f(s) = − arcsin(s),odakle imamo:
f ′(s) = − 1√

1 − s2
.Sliqno kao i malopre, kvadratni koren nam poma�e da reximo (3.14) po s:

s =
1 ±

√

1 + 4p(p − q)

2p
.Bira�em "−" rexe�a i zamenom u (3.13) dobijamo lagran�ijan:

L = −
√

−2 + 2
√

1 + 4p(p − q) + 4pq − arcsin

(

1 −
√

1 + 4p(p − q)

2p

)

.8Primetiti da sa ovako odabranom funk
ijom f lagran�ijan nije dimenziono usaglaxen, kao i to da nedostajefaktor √
−g

4π
koji obezbeÆuje kovarijantnost. No, primetiti i to da se pogodnim redefinisa�em veliqina p i q kaoi malim "xtimova�em" funk
ije f(s) oba nedostatka mogu lako ukloniti. Ovde to nije uraÆeno samo da bi se imaobo	i uvid u oblik lagran�ijana, koji je i bez dopunskih konstanti prekomplikovan.



GLAVA 3. SIMETRIJA DUALNOSTI 27Ovaj lagran�ijan takoÆe ima dobar Maxwellov limes, predstav	a egzaktno rexe�e jednaqine (3.12)pa je invarijantan na dualne transforma
ije, i ponovo je veoma komplikovan.Za ovo rexe�e va	a napomenuti da, osim xto "+" rexe�e ne obezbeÆuje dobar limes slabihpo	a, arcsin u funk
iji f(s) name�e ograniqe�e |s| 6 1, xto se u kraj�oj liniji odra�ava nadozvo	ene vrednosti I1 i I2.Osim egzaktnih rexe�a, pogodnim izborima funk
ije f(s) mogu se dobiti i neka pribli�narexe�a. Na primer, izborom:
f(s) = −s + As2,uz uslov da je konstanta A "mala" (tj. uz uslov A → 0), jednaqina (3.14) se mo�e linearizovati po

A i time dobiti:
s = (q − p)(1 − 4pA), (A → 0),odakle se zamenom u (3.13) i ponovnom lineariza
ijom sti�e do lagran�ijana:

L = −p − q + (p − q)2A, (A → 0).Ovaj lagran�ijan oqigledno ima dobar Maxwellov limes, a sem toga zadovo	ava jednaqinu (3.12) dona o(A):
∂L
∂p

∂L
∂p

= [−1 + 2(p − q)A] [−1 − 2(p − q)A] = 1 − [2(p − q)A]
2

= 1 + o(A), (A → 0),pa je invarijantan na dualne transforma
ije do tog reda. Malom analizom uvedenih pretpostavkidobijamo da je postupak izraqunava�a korektan dokle god je zadovo	en uslov:
(p − q)2A ≪ −p − q,xto a posteriori predstav	a efektivni kriterijum "malosti" konstante A.Ukoliko ne nametnemo uslov A → 0, jednaqina (3.14) postaje kubna jednaqina po s:

4A2s3 − 4A(1 + qA)s2 + (1 + 4qA)s + p − q = 0.Ova jednaqina ima jedno realno i dva ko�ugovano{kompleksna rexe�a. Poxto u tom sluqaju (3.13)postaje:
L =

2p

2As − 1
+ As2 − s,vidimo da izborom kompleksnih rexe�a dobijamo kompleksan lagran�ijan, pa ta rexe�a odba
ujemo.Preostaje realno rexe�e koje ima oblik:

s = 1+Aq
3A

+
3
q

−A3−12A5q2+8A6q3+A4(−27p+6q)+3
√

3
√

A7p(2+27Ap−12Aq+24A2q2−16A3q3)

6A2 +

+ (1−2Aq)2

6 3
q

−A3−12A5q2+8A6q3+A4(−27p+6q)+3
√

3
√

A7p(2+27Ap−12Aq+24A2q2−16A3q3)
.Jasno, nema nikakve poente zame�ivati ovo u gor�u jednaqinu za lagran�ijan.Na kraju ove analize napomenimo jox samo da odsustvo birefringence efekta u teoriji nijepovezano sa dualnom simetrijom.Naime, jedina dva lagran�ijana koji zadovo	avaju jednaqine (2.29) su Born-Infeldov lagran�ijan(koji ima dualnu simetriju) i lagran�ijan oblika:

L =
I1

I2(vidi jednaqinu (2.30)). No, direktnom zamenom u (3.10) vidimo da ovaj lagran�ijan ne zadovo	avakriterijum dualne invarijantnosti, xto znaqi da odsustvo birefringence efekta ne impli
ira



GLAVA 3. SIMETRIJA DUALNOSTI 28dualnu simetriju teorije. Ovakav odnos dualne invarijantnosti i birefringence efekta se mogao ioqekivati, imaju�i u vidu da je veoma malo verovatno da sva rexe�a jednaqina (2.29) zadovo	avajujednaqine (3.10).Obrnuto, trivijalno je videti da lagran�ijani sa dualnom simetrijom ne pokazuju odsustvo
birefringence efekta (izuzev Born-Infeldovog lagran�ijana) jer su (2.30) sva [2℄ rexe�a tog tipa, pazak	uqujemo da dualna simetrija ne impli
ira odsustvo birefringence efekta.Dakle, odsustvo pomenutog efekta i dualna simetrija su nezavisne osobine lagran�ijana, i
Born-Infeldov lagran�ijan je jedini koji poseduje obe te osobine.3.3 Odnos dualnosti i magnetnih monopolaU ovom ode	ku �emo videti u kakvoj je vezi dualna simetrija sa pojavom magnetnih monopola.Magnetni monopoli, iako dosad nisu eksperimentalno otkriveni, predstav	aju teorijski veomainteresantne objekte [7, 8℄, koji u kombina
iji sa kvantnom mehanikom mogu da daju odgovor na nekadosad nerexena teorijska pita�a, pre svega zbog qega je kvantni broj naelektrisa�a diskretan, tj.zaxto su sva naelektrisa�a 
elobrojni umno�ak elementarnog naelektrisa�a, e.U ode	
ima 3.1 i 3.2 razmatrana je invarijantnost Maxwellove elektrodinamike na dualne(odnosno Hodge) transforma
ije. No, prouqavan je samo sluqaj bezizvornih Maxwellovih jednaqina.Razmotrimo sada xta se dogaÆa kada imamo prisutne izvore. Maxwellove jednaqine dinamike zajednosa Bianchijevim identitetima tada imaju oblik:

∂µ

(√−g Fαµ
)

= 4π
√−g jα

(e), ∂µ

(√−g ⋆Fαµ
)

= 0. (3.17)Jednim pogledom na (3.4) vidimo da dokaz invarijantnosti na Hodge transforma
ije u ovomsluqaju ne va�i, jer dobijeni sistem jednaqina nije homogen, pa se Bianchijevi identiteti vixene preslikavaju u same sebe. Zak	uqujemo, dakle, da Maxwellove jednaqine sa izvorima nisuinvarijantne na Hodge (pa samim tim ni na dualne) transforma
ije.Jedan od (teorijski privlaqnih) naqina da se ova situa
ija popravi je da se Bianchijevi identitetimodifikuju9 tako da glase:
∂µ

(√−g ⋆Fαµ
)

= 4π
√−g jα

(m), (3.18)gde novouvedeni kvadrivektor jα
(m) ima smisao gustine struje izvora magnetnog po	a, u punojanalogiji sa kvadrivektorom gustine struje izvora elektriqnog po	a, jα

(e). Ovo se lepo vidi akose 
eo sistem Maxwellovih jednaqina zapixe u trovektorskom obliku10:
div ~E = 4πρ(e)

rot ~B − ∂ ~E

∂t
= 4π~j(e)

,
div ~B = 4πρ(m)

− rot ~E − ∂ ~B

∂t
= 4π~j(m)

.Izvori magnetnog po	a su novost, jer (zasad) eksperimentalni poda
i ukazuju da je magnetno po	ebezizvorno. Qesti
e koje bi nosile magnetni naboj, "namagnetisa�e", zovu se magnetni monopoli,i do danas predstav	aju predmet eksperimentalne istrage, no zasad bez rezultata11.Razmotrimo sada kako treba kvadrivektori gustine elektriqne i magnetne struje da se ponaxajupri Hodge transforma
iji (3.3) da bi nove jednaqine dinamike bile invarijantne, tj. da bi Hodge9Modifikova�e Bianchijevih identiteta (na ovaj naqin) je veliki zahvat koji drastiqno me�a 
elu teoriju. Presvega, vixe ne va�i jednaqina Fµν = ∂µAν −∂νAµ pa nije mogu�e na ovaj naqin uvesti poten
ijal elektromagnetnogpo	a. U tom sluqaju se tenzor Fµν obiqno uzima za fundamentalnu veliqinu koja opisuje po	e, xto ima znaqajneposledi
e na sve ostalo. Na primer, postupak kvantiza
ije elektromagnetnog po	a se u standardnom obliku osla�ana qi�eni
u da se po	e opisuje poten
ijalom Aµ, pa ako isti nije formulisan u teoriji, kvantiza
ija se moravrxiti na fundamentalno razliqit naqin od standardnog.10U koordinatnom sistemu u kome je gµν = ηµν , jer je trovektorska nota
ija samo u tom sistemu va	ano definisana.11To ne znaqi da je eksperiment u koliziji sa pretpostavkom o postoja�u monopola, ve� samo to da nijedan monopoldosad nije detektovan.
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ije bile simetrija teorije. Imitiraju�i postupak (3.4) imamo:
∂µ(

√−g F ′
νµ) = 4π

√−g j′
α(e)

∂µ(
√−g ⋆F ′

νµ) = 4π
√−g j′

α(m)

(3.3)⇐⇒ ∂µ
√−g (cosα Fµν + sinα ⋆Fµν) = 4π

√−g j′
α(e)

∂µ
√−g (cosα ⋆Fµν + sin α ⋆ ⋆Fµν) = 4π

√−g j′
α(m)

⇐⇒ cosα ∂µ(
√−g Fµν) + sin α ∂µ(

√−g ⋆Fµν) = 4π
√−g j′α(e)

− sinα ∂µ(
√−g Fµν) + cosα ∂µ(

√−g ⋆Fµν) = 4π
√−g j′α(m)

. (3.19)Determinanta ovog sistema jednaqina je ponovo uvek razliqita od nule, ali je sada sistem nehomogen,pa ima jedinstveno rexe�e. Koriste�i prvu jednaqinu iz (3.17) i (3.18) zamenom u ovaj sistemdobijamo:
jα(e) → j′α(e) = cosα jα(e) + sinα jα(m)

jα(m) → j′α(m) = cosα jα(m) − sinα jα(e)
, α ∈ [ 0, 2π). (3.20)Ovo su Hodge transforma
ije za elektriqne i magnetne izvore. Sa ovako definisanim transforma
ijama,generalisana Maxwellova teorija ima Hodge simetriju.Ono xto treba primetiti u vezi jednaqina (3.20) je da mexaju elektriqne izvore sa magnetnimizvorima, xto znaqi da je svaka naelektrisana qesti
a istovremeno i namagnetisana, jer sutransforma
ije (3.20) simetrija teorije.Razmotrimo sada magnetne monopole u Born-Infeldovoj elektrodinami
i, koja �e da nam poslu�ikao primer nelinearne dualno simetriqne teorije. Najpre, setimo se da u ovoj teoriji nemamopravih izvora, tj. sve vreme radimo u vakuumu, pa je dualna simetrija u potpunosti na snazi.Zatim, setimo se da smo u ode	ku 2.2 razmotrili naqin na koji se singularna rexe�a jednaqinadinamike mogu interpretirati kao qesti
e, tj. izvori po	a. Za razliku od Maxwellove teorije, ukojoj smo morali da modifikujemo jednaqine dinamike kako bismo uzeli u obzir izvore, a zatimmorali da modifikujemo i Bianchijeve identitete kako bismo saquvali dualnu simetriju teorije, u

Born-Infeldovom sluqaju mo�emo da ka�emo da bezizvorna teorija generixe naelektrisane qesti
e(koje su zato elektromagnetnog porekla, singulariteti), pri qemu sve vreme zapravo radimo uvakuumu, pa se dualna simetrija ne naruxava.Imaju�i ovo u vidu, name�e se ideja da polaze�i od singulariteta elektriqnog tipa (naelektrisaneqesti
e), dualnom transforma
ijom dobijemo singularitet magnetnog tipa (namagnetisanu qesti
u)koji �e takoÆe biti rexe�e jednaqina dinamike jer je dualna transforma
ija simetrija teorije.Pritom je zanim	ivo da od qisto elektrostatiqkog singulariteta dobijemo qisto magnetostatiqkisingularitet. Zbog toga biramo dualnu transforma
iju (3.7) sa parametrom α = −π
2 , xto daje:

~E′ = − ~H, ~H ′ = ~E, ~B′ = ~D, ~D′ = − ~B. (3.21)Sada preuzmimo rezultate ode	ka 2.2 koji glase (vidi jednaqine (2.34) i (2.35)):
~E(~r) =

A
√

r4 + r4
0

er, ~H(~r) = 0, ~B(~r) = 0, ~D(~r) =
A

r2
er,pri qemu je r0 =

√

|A|
b
. Uvrxtava�em ovoga u jednaqine (3.21) dobijamo:

~E′(~r) = 0, ~H ′(~r) =
A

√

r4 + r4
0

er, ~B′(~r) =
A

r2
er, ~D′(~r) = 0. (3.22)Poxto je transforma
ija (3.21) simetrija teorije, zak	uqujemo da je (3.22) jedno singularnorexe�e Born-Infeldovih jednaqina dinamike, koje ne zavisi od vremena, ima sfernu simetriju, iqiji intenzitet po	a ~B′ na velikim uda	enostima opada sa kvadratom rastoja�a, tj. u skladu jesa Coulombovim graniqnim uslovom. Dakle, rexe�e ispu�ava sve uslove da se smatra qesti
om12,12Odnosno, ispu�ava bar sve uslove koje ispu�ava i elektrostatiqki singularitet iz ode	ka 2.2, pa je u jednakojmeri opravdano nazivati ga qesti
om.



GLAVA 3. SIMETRIJA DUALNOSTI 30i predstav	a magnetni monopol. Dakle, ova qesti
a je takoÆe prirodno predviÆena Born-Infeldovomelektrodinamikom, i to zato xto teorija ima dualnu simetriju13.Podsetimo se jox da je integra
iona konstanta A u ode	ku 2.2 imala smisao naelektrisa�a.Ovde je situa
ija potpuno analogna, i smemo konstantu A da identifikujemo sa namagnetisa�em14,
g. Izraqunajmo jox i ukupnu energiju ovog monopola. Polaze�i ponovo od (2.38), imamo:

H ≡ T 0
0 =

1

4π

F 0iFi0√
1 + F

− δ0
0

b2

4π

(

1 −
√

1 + F
)

= 0 − b2

4π

(

1 −
√

1 +
1

b2
~B′2

)

=
b2

4π

(√

1 +
g2

b2

1

r4
− 1

)

=
b2

4π

(√

1 +
r4
0

r4
− 1

)

=
b2

4π

√

r4
0 + r4 − r2

r2
,xto se uopxte ne razlikuje od (2.39). Da	e se integra
ija vrxi na potpuno isti naqin kao uode	ku 2.2, i rezultat je (uporedi (2.40)):

E =
g2

r0

π
3
2

3Γ
(

3
4

)2 ≡ g2

√

b

g

π
3
2

3Γ
(

3
4

)2 ≃ g2

√

b

g
· 1.236.Dakle, zak	uqujemo da elektrostatiqki i magnetostatiqki singulariteti imaju istu (konaqnu!)ukupnu energiju, do na razliku u nabojima. Ovo je zapravo oqekivan15 rezultat, jer je ukupnaenergija konstanta za dati singularitet, pa se transforma
ijom simetrije ne�e promeniti.Mo�e se postaviti pita�e xta ako izaberemo neki drugi parametar rota
ije α umesto −π

2 . Utom sluqaju se dobije singularitet koji je istovremeno i naelektrisan i namagnetisan, u zavisnostiod vrednosti α. Takva rexe�a jednaqina dinamike se zovu dioni16, i zanim	ivi su za izuqava�ezato xto igraju va�nu ulogu u teoriji struna.Spomenimo ovde jox i interesantan kuriozitet da je Max Born napustio ovu teoriju bax zatoxto predviÆa postoja�e magnetnih monopola, za koje on nije verovao da postoje.

13Naravno, teorija bi mogla predviÆati postoja�e monopola i ako ne bi bila dualno simetriqna, ali to bi biokuriozitet, i ne bi bilo vezano za postoja�e elektrostatiqkog singulariteta.14Oznaku za namagnetisa�e ne treba brkati sa determinantom metriqkog tenzora!15Formalno gledano, ovo je posledi
a invarijantnosti tenzora energije{impulsa na dualne transforma
ije.16Engl. dyon.



Glava 4ZAK�UQAKKao teorija koja pretenduje da opixe elektromagnetne fenomene, Born-Infeldova elektrodinamikaima slede�e prednosti nad Maxwellovom teorijom:
• obezbeÆuje konvergen
iju ukupne energije elektromagnetnog po	a taqkaste qesti
e;
• omogu�ava interpreta
iju [1, 2℄ elementarnih qesti
a kao singularnih rexe�a jednaqinadinamike vakuuma, tj. daje qesti
ama elektromagnetnu strukturu i poreklo;
• u limesu slabih po	a svodi se na Maxwellovu teoriju i sadr�i sve efekte koji su �ompredviÆeni, uk	uquju�i sve dosad poznate eksperimentalne qi�eni
e koji idu u prilog

Maxwellovoj elektrodinami
i;
• poseduje dualnu simetriju i na prirodan naqin predviÆa postoja�e magnetnih monopola idiona;
• predviÆa brzinu prostira�a svetlosti u vakuumu koja ne zavisi od oblika polariza
ije, tj.predstav	a jedinu nelinearnu teoriju [2℄ u kojoj nema birefringence efekta;
• mo�e da ima veliku primenu i u elektrodinami
i materijalnih sredina.Naravno, poseduje i odreÆene mane, koje su uglavnom 
ena za gore navedene prednosti, i posledi
asu �ene nelinearnosti:
• prin
ip superpozi
ije po	a ne va�i (osim u Maxwellovom limesu);
• postupak eventualne kvantiza
ije je znaqajno zakomplikovan;
• broj problema koji se mogu egzaktno rexiti je veoma mali;
• pojav	uje se parametar teorije, b, za koji nema eksperimentalnih podataka o numeriqkojvrednosti;
• nema strukturu koja je dovo	no bogata da opixe sve elementarne qesti
e kao elektromagnetnesingularitete;
• predviÆa postoja�e magnetnih monopola (ovo se mo�e smatrati u jednakoj meri manom kao iprednox�u).U novijim teorijskim istra�iva�ima [3, 5, 6℄ Born-Infeldov lagran�ijan se jav	a kao deo efektovnoglagran�ijana otvorenih superstruna, kuplovan sa drugim po	ima. U ovom sluqaju se jav	aju trinova bitna momenta:
• parametar b je na prirodan naqin fiksiran drugim konstantama koje se jav	aju u teoriji;31
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• po	e Fµν ima vixe stepeni slobode nego xto bi se oqekivalo u elektrodinami
i;
• teorija nije zatvorena, tj. jav	aju se nove matematiqke strukture qije definisa�e nijejednoznaqno.Ove qi�eni
e imaju slede�e posledi
e (neke dobre, a neke loxe):
• ukla�a se nedostatak proizvo	nosti parametra b;
• teoriji se ne mo�e bez dopunskih razmatra�a i pretpostavki pripisati smisao elektrodinamike,zbog vixka broja stepeni slobode;
• teorija postaje nejednoznaqna, tj. jav	a se u vixe verzija, u zavisnosti od toga kako sedefinixu kontrak
ija (trag) i determinanta po ostalim stepenima slobode tenzora Fµν .U osobine koje su vezane za teoriju superstruna u ovom radu nismo ulazili, pre svega zbog komplikovanostisame teorije. No, ovde te osobine navodimo da bismo istakli zbog qega je Born-Infeldova teorija danaszanim	iva za izuqava�e, pre svega po svom matematiqkom sadr�aju, jer je fiziqka interpreta
ijanejasna. Elektromagnetna dualna simetrija [5, 6℄ u tom smislu takoÆe igra veoma va�nu ulogu uteoriji superstruna, zajedno sa ostalim simetrijama koje se tamo jav	aju.



Dodatak AINVARIJANTEELEKTROMAGNETNOG PO�AU ovom dodatku dokazujem jednu teoremu o obliku skalarnih invarijanti koje se mogu izgraditiod komponenti elektromagnetnog po	a.Fiksirajmo kooordinatni sistem u kome je (gµν = ηµν), i zapiximo ekspli
itno u matriqnom1obliku komponente tenzora Fµ
ν = ηµαFαν i ⋆Fµ

ν = 1
2ηναεµαρσFρσ:

F
def
= [Fµ

ν ] =







0 Ex Ey Ez

Ex 0 Bz −By

Ey −Bz 0 Bx

Ez By −Bx 0







, ⋆F
def
= [ ⋆Fµ

ν ] =







0 Bx By Bz

Bx 0 −Ez Ey

By Ez 0 −Ex

Bz −Ey Ex 0







. (A.1)Lema 1. Matri
e F i ⋆F komutiraju:
[F, ⋆F ] ≡ F ⋆F − ⋆FF = 0.Dokaz. Direktnim izraqunava�em proizvoda F ⋆F i ⋆FF dobija se:

F ⋆F = ( ~E · ~B)I4×4, ⋆FF = ( ~E · ~B)I4×4,(takoÆe, vidi jednaqinu (2.19)) gde je I4×4 jediniqna matri
a dimenzije 4 × 4. Oduzima�em sledi
[F, ⋆F ] = 0. Kraj dokaza.Lema 2. Svaki skalar I, konstruisan isk	uqivo pomo�u komponenti tenzora elektromagnetnogpo	a Fµν , metrike gµν i tenzora Levi-Civita εµνρσ, mo�e se zapisati u obliku:

I = tr (Fm
⋆Fn) , (m, n ∈ N0)ili kao neka funk
ija jednog ili vixe takvih tragova:

I = f ( tr(Fm
⋆Fn) , tr(F k

⋆F l) , tr(F r
⋆F s) , . . . ). (m, n, k, l, r, s, . . . ∈ N0)Dokaz. Poxto je I po pretpostav
i skalar (tj. tenzor nultog reda) konstruisan pomo�ukomponenti elektromagnetnog po	a, metrike i tenzora Levi-Civita, jasno je da se on mo�e predstaviti1Za potrebe ovog ode	ka oznaku F koristimo da oznaqimo matri
u qije su komponente F µ

ν . To nikako ne trebabrkati sa brojem F = I1
b2

definisanim prvom jednaqinom u (2.3), koji se u ovom ode	ku ne�e jav	ati.33



DODATAK A. INVARIJANTE ELEKTROMAGNETNOG PO�A 34kao neka funk
ija pomenutih komponenti, pri qemu su sve one meÆusobno kontrahovane, jer uskalaru ne sme biti slobodnih indeksa.Posmatrajmo proizvo	ano zadati skalar oblika:
I = FµνFαβ . . . gγδgρσ . . . εζξλχ . . . , (A.2)pri qemu se svi indeksi pojav	uju u parovima (jednom gore i jednom dole), i po svima �ima sesumira. Najpre, sve g{faktore mo�emo iskoristiti za podiza�e ili spuxta�e odgovaraju�ihindeksa i "utopiti" ih u veliqine Fµ

ν , εαβ
ρσ i sl., tako da se metriqki tenzor nigde ne pojav	ujeekspli
itno. Da	e, poxto sada u izrazu figurixu samo F{ovi i ε simboli i poxto su i jedni idrugi antisimetriqni na zamenu mesta indeksima, sve ε mo�emo izba
iti iz izraza zame�uju�ikontrak
ije tipa 1

2εµνρσFρσ sa ⋆Fµν . Nakon ovoga u izrazu figurixu samo F{ovi i ⋆F{ovi,sa kontrahovanim indeksima (i numeriqkim koefi
ijentom ispred, koji nije bitan za analizu).Poxto se svaki indeks pojav	uje taqno dvaput, i poxto su i F i ⋆F anstisimetriqni na zamenuindeksa, mogu se meÆusobno iskomutirati tako da se svi indeksi pojav	uju "nadovezani", tj. uobliku:
I = C Fµν ⋆F ν

α ⋆FαρFρβ . . . Fξ
µ, (C ∈ R)(svi osim prvog, µ, koji se pojav	uje na poqetku i na kraju izraza). Konaqno, opet poxto se posvim indeksima sumira, mo�emo ih po vo	i dizati i spuxtati u parovima (tj. ako jednog dignemo,�egovog par�aka moramo da spustimo; po konstruk
iji skalara, jedan od �ih je uvek gore, a drugidole), pa tako transformisati izraz u oblik:

I = C Fµ
ν ⋆F ν

α ⋆Fα
ρF

ρ
β . . . F ξ

µ,xto se mo�e zapisati u matriqnom obliku kao:
I = C tr(F ⋆F ⋆FF . . . F ).Konstanta C se (pogodnim redefinisa�em skalara I) mo�e eliminisati, pa imamo:
I = tr(F ⋆F ⋆FF . . . F ).Prema lemi 1, matri
e F i ⋆F komutiraju, pa nax skalar dobija konaqan oblik:

I = tr(Fm
⋆Fn), (m, n ∈ N0) (A.3)(ovde su m i n brojevi pojav	iva�a matri
a F i ⋆F pod tragom). Time smo dokazali da se svakiizraz oblika (A.2) mo�e zapisati u obliku (A.3).Sada je jasno da je svaki skalar koji se mo�e konstruisati od Fµν , gµν i εµνρσ zapravo nekafunk
ija raznih veliqina oblika (A.2) u raznim kombina
ijama (zato xto se po pretpostav
isastoji samo od ovih tenzora, a po svim indeksima se mora sumirati), pa sledi da je taj skalarzapravo funk
ija tragova oblika (A.3) i niqega vixe. Obratno, svaka funk
ija samo ovih tragovaje skalar, po zakonu koliqnika. Dakle, svaka invarijanta se mo�e zapisati u obliku:

I = f ( tr(Fm
⋆Fn) , tr(F k

⋆F l) , tr(F r
⋆F s) , . . . ). (m, n, k, l, r, s, . . . ∈ N0)Kraj dokaza.Teorema. Svaka invarijanta I elektromagnetnog po	a je neka funk
ija dve osnovne invarijante,

I1 = ~B2 − ~E2 i I2 = ~E · ~B:
I = Φ ( I1 , I2 ) ≡ Φ ( ~B2 − ~E2 , ~E · ~B ).Dokaz. Delimo dokaz na tri koraka.



DODATAK A. INVARIJANTE ELEKTROMAGNETNOG PO�A 35Korak 1.Neka su I1 i I2 invarijante zadate kao u formula
iji teoreme. Svojstveni polinom matri
e Foznaqi�emo kao pF (x). Direktnim izraqunava�em, na osnovu (A.1), dobijamo:
pF (x)

def
= det(F − xI4×4) = x4 + I1x

2 − I2
2 .Svojstvene vrednosti matri
e F su nule ovog polinoma, i poxto je u pita�u bikvadratna jednaqina,mogu se ekspli
itno izraqunati, ali nam one sada ne trebaju.Na osnovu poznatog Cayley-Hamiltonovog stava2 iz linearne algebre, matri
a F anulira svojsvojstveni polinom:

F 4 + I1F
2 − I2

2 I4×4 = 0,xto se mo�e prepisati u obliku:
F 4 = −I1F

2 + I2
2 I4×4. (A.4)Mno�e�em posled�e jednaqine matri
om F dobijamo:

F 5 = −I1F
3 + I2

2F,dok jox jednim mno�e�em sledi, zbog (A.4),
F 6 = −I1F

4 + I2
2F 2 = (I2

1 + I2
2 )F 2 − I1I

2
2I4×4.Intuitivno se vidi, a induk
ijom se lako mo�e pokazati da va�i:

(∀ n ∈ N0) Fn = a′
n(I1, I2)F

3 + b′n(I1, I2)F
2 + c′n(I1, I2)F + d′n(I1, I2)I4×4, (A.5)gde su a′

n, b′n, c′n i d′n neke funk
ije invarijanti I1 i I2.Korak 2.Jednim pogledom na matri
e (A.1) vidimo da se ⋆F smenom ~B′ = ~E, ~E′ = − ~B mo�e algebarskisvesti na F . UvoÆe�em smene sledi i I ′1 = −I1, I ′2 = −I2. Tada odmah sledi:
p ⋆F (x)

def
= det( ⋆F − xI4×4) = x4 − I1x

2 − I2
2 .Sada se (mutatis mutandis) istovetnim rezonova�em sti�e do jednaqine:

(∀ n ∈ N0) ⋆Fn = a′′
n(I1, I2) ⋆F 3 + b′′n(I1, I2) ⋆F 2 + c′′n(I1, I2) ⋆F + d′′n(I1, I2)I4×4. (A.6)I ovde su a′′

n, b′′n, c′′n i d′′n ponovo neke funk
ije invarijanti I1 i I2 (razliqite od odgovaraju�ihfunk
ija za F , jer svojstveni polinom ima drugaqiji oblik).Korak 3.Poxto je tr linearan operator, i imaju�i u vidu jednaqine (A.5) i (A.6), imamo:
tr(Fm

⋆Fn) = a′
ma′′

n tr(F 3
⋆F 3) + a′

mb′′n tr(F 3
⋆F 2) + a′

mc′′n tr(F 3
⋆F ) + a′

ma′′
n tr(F 3)

+ b′ma′′
n tr(F 2

⋆F 3) + b′mb′′n tr(F 2
⋆F 2) + b′mc′′n tr(F 2

⋆F ) + b′ma′′
n tr(F 2)

+ c′ma′′
n tr(F ⋆F 3) + c′mb′′n tr(F ⋆F 2) + c′mc′′n tr(F ⋆F ) + c′ma′′

n tr(F )
+ d′ma′′

n tr( ⋆F 3) + d′mb′′n tr( ⋆F 2) + d′mc′′n tr( ⋆F ) + d′ma′′
n tr(I4×4).Na desnoj strani imamo 16 tragova koje raqunamo direktnim mno�e�em datih matri
a (A.1).Rezultati su:

tr(F 3
⋆F 3) = 4I3

2 , tr(F 3
⋆F ) = −2I1I2, tr(F 2

⋆F 2) = 4I2
2 ,

tr(F ⋆F 3) = 2I1I2, tr(F ⋆F ) = 4I2, tr( ⋆F 2) = 2I1,
tr(F 2) = −2I1, tr(I4×4) = 4,2Cayley-Hamiltonov stav tvrdi da svaka kvadratna matri
a A dimenzije n × n anulira svoj svojstveni polinom:

pA(x)
def
= det(A − xIn×n) = anxn + . . . + a1x + a0 =⇒ pA(A) ≡ anAn + . . . + a1A + a0In×n = 0.Dokaz se mo�e na�i u svakom ozbi	nijem u
beniku linearne algebre, re
imo [9℄.



DODATAK A. INVARIJANTE ELEKTROMAGNETNOG PO�A 36a ostalih osam tragova su jednaki nuli. Poxto su svi tragovi funk
ije samo od I1 i I2, a takoÆei koefi
ijenti a′
ma′′

n, a′
mb′′n, . . ., zak	uqijemo da je leva strana takoÆe funk
ija samo ove dveinvarijante, za proizvo	ne stepene m i n:

(∀ m, n ∈ N0) tr(Fm
⋆Fn) = φ ( I1 , I2 ).Konaqno, na osnovu leme 2, svaka skalarna invarijanta elektromagnetnog po	a je funk
ija samoovakvih tragova, pa sledi da se svaka invarijanta I mo�e zapisati kao funk
ija I1 i I2:

I = Φ ( I1 , I2 ) ≡ Φ ( ~B2 − ~E2 , ~E · ~B ).Kraj dokaza.
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