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AncrpakT

Pasmarpajy ce najoutuuje ocobune Born-Infeldose enexrpognunamuke, ca HarIackoM Ha IyaJIHOj CHMETPHU-
ju. Jlo uzBecHe Mepe AeTajbHO ce AeMOHCTpupajy birefiringence edpekar (Tj. HEroBO 0JCYCTBO), IOCTOjAE
CUHTYJIADHUX DPeEIlekha Ca KOHAYHOM €HEePrHjoM, TJIaBHE IOCTIeIUIe JyaJHe CHMETPHje U MPEAuKIHja
Marameraux MoHomosa. Ha kpajy ce HaBoze pa3/io3u W aCHeKTH H3ydaBamba OBe Teopwuje. Y [10JATKY
je maT moKa3s jejHe TeopeMe HeOMXO/He 3a W3BOheme HEKUX O] IPE3EHTOBAHUX PEe3yJITaTa.

Abstract

Most important features of Born-Infeld electrodynamics are discussed, with the emphasize on duality
symmetry. Up to some point in detail the (absence of the) birefringence effect, existence of finite energy
singular solutions, major consequences of the duality symmetry and the prediction of magnetic monopoles
are demonstrated. In the end are stated the reasons for and various aspects of investigation of this theory.
In the Appendix is given a proof for a theorem neccesary for the derivation of some of the results presented.
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I'masa 0

VBO/I

CrpykTypa paga

OBaj paj, ce 6aBu, Kao [ITO My UMe KaxKe, ciMeTpujoM ayasnasoctu y Born-InfeldoBoj enexkrpomunamuiim.
Cacroju ce u3 1Ba TJIaBHA JEJIA.

Y mpeom geny (rmaBe 1 u 2) ce dopmynume u ykparko anaausupa Born-Infeldosa nenuneapua
eJleKTpoanHaMuKa. JIMCKyTyjy ce MOTHBAIIK]a 33 yBOleme HOBE TeOpHje, OCHOBHE OCOOWHE 1 HEKY 3aHNMbUBI]]
pe3y/ITaTu KOjU U3 e CIIe/Ie.

Y apyrom zesy (ruasa 3) ce obpabyje nojam gyanaux rpancdopMaluja u pazMarpa AyajiHa CuMeTpuja
U IbeHE [IOC/IeIMIIE Y eJIEKTPOAMHAMUIIM YOIIlITe, ca HariackoM Ha Maxwellosoj u Born-Infeldosoj reopuju.

Ha xpajy, y momarky A je mar mokas jeiHe pelaTUBHO OUTHE TeopeMe 0e3 Koje Ce HUCY MOTJIA U3BECTH
HEKHU BAaYXKHU TEOPHUjCKU 3AKJbYUIN Y DALY .

Takobe, xemuMm ma ce 3axBajauM CBOM MeHTOpPy, ap Maju Bypuh, na Bohemy m momohwm y cBum
acreKTHMa [IHCamba OBOI PaJia, O u3bopa Teme MPeKo pa3Marpama HEKHUX KOHIENTYAJHUX MUTAba 10
WCIPaB/baFha MTAMIIAPCKNAX FPENiaKa.

KonBeHiuje
Crenie KOHBEHITHje KOJUX Ce JIPYKUM Y MMUCAIY jeqHadnHa:

e xopuctuMm npupoaau CGS cucrem jenununa:

Aed
C:thB:47T€():].,

oakJe ce Jlako HaJase caenehe Bpeaunocru Sl jeauuuna mepe:

ls = 299792458 m,
lkg = 2.84-102m?,
1K = 436.72m™ L,

1A = 1.78-10°m~ L.

VY 0BUM jeuHUIIAMA €JIEMEHTAPHO HAEJIEKTPUCambe (Tj. HaeJeKTPUCAhe IPOTOHA) je O3 INMEeH3U0HA,

BEJINYNHa U U3HOCHU: 1
2

= — = 0.0853;
TRTAN ’
e MEeTPHUKA PABHOT MTPOCTOPBPEMEHA jeé TTPOCTOPHOT THTIA:
-1 0 0 O
0O 1 0 O
[77;“/] - 0 0 1 0 ) (1)
0O 0 0 1
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e anrucumerpuynu tenzop Levi-Civita je nedunucan jennadnnama;
Ae ]‘ Ael
ghrre :d) ﬁ[MVPU], Epvpe = —V G [/U/pU], g :‘bdet [g/u/] ) (2)

+1 axo je uvpo napua nepmytanuja 0123,
[uvpo]®2{ —1  axo je uvpo memapna mepmyTtammja 0123, (3)
0  wnHadwe.

Kopucwue cy cimenelie konTpakiiuje oBor TeH30pa:

+1  ako je affy napHa nepmyTainuja puvp,

5“57Wp w —6“57"5,“,,,0 =< —1 ako je affy HemapHa nepMyTaIyja [Urp,
0 MHAYE;
+1 axo je af mapHa mepmyTanuja [y, (4)
5%, e —%Eaﬁpc’slww = %5(’6”,“,,, =< —1 ako je aff HemapHa nepMmyrTanyja [y,

0 wunaue;

s Acd _lgowpag oo = 1savp vy = 15av L, = +1 aKo je u = «,
I 6 prp 6 prp = 307 0 wumase,

7 IPUTOM BarKU UICHTHTET 5(’6,“, = 5(’“55” — 5()[”55#5
e KOBAPHUjAHTHU TE3HOP €JIEKTPOMArHETHOT MOJba MMa cjemehie KOMIOHEHTE:
0O -E, —-E, —-E.
E, 0 B, -B,

E, -B. 0 B, 5)
E. B, -B, 0

[Fuw] = [0uAs = 0, AL] =

<

1

(oBo nuje komBenuuja Bell ce MOXKe u3BeCTU', HO 3IOIHO je Ja Ce HA OBOM MECTY EKCILIUIUTHO

3aluLIe);

e JlyaJlHU TEH30p Jaror Texsopa A, leduHUIeMo Kao

1
* AP = (% AP = ST Ay,

LY3Boau ce 3axTeBameM 1a jenHaunHe

dp ( ~ _ dp#
Log(BE+oxB) w  L=grre
a1 a1
“Majy HCTOBETAaH MAaTEMATHYKH U (DU3WYKH Cagprkaj. lIpmrom, y JsiokaaHO LorentzoBoM KOODAHMHATHOM CHCTEMY BarKe
jenHauHe:
1 v
dr =dtv'1 —v? ute, = er + pte, = Eey + P,
’ M V1—12 V1—02’ " ’
[O3HATe U3 CIEIHjaJIHe TeOpHje PeATUBHOCTH, 33j€THO Ca jeJHAYUHOM
dE  dp
dt  dt

IIpBe nBe jenHavumMHe Ce EKCIJIMIMTHO H3jeJHAYe IO KOMIIOHEHTaMa, IIpUMEHe CBe OCTajle HaBeJeHe jeJHAUNHe, OUHUTAjy
koedunujerrn F'#,,, a 3arum ca (1) cnycrn magekc.
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MOTUBAIINJA

Ocuosuu Teopujcku Hemocrarak Maxwellose ejekTpoannamuke je beckoHaYHA eHepruja eaeKkTpomaraeTHorl
nospa Tadkacre gecrune. OH ce moxke n3behu Ha 1Ba HaYWHA:

e 33/IaBameM Heke ’CTPYKType’ decTHIld, ca 3aXTEeBOM /I3 YKYIIHA €HEpPrhja padyHaTa jeTHATNHAMA,
MaxwelloBe enekTpoanHaMuKe OCTaHe KOHAYHA;

e 33/1aBabeM AJITEPHATHBHE TEOPHje, Ca 3aXTEeBUMA /14 YKyIIHA eHepruja Oy/e KOHAYHA U /14 YeCTULA
OCTaHe TAYKaCTa.

Bpienun cy mokymmaju u y jeaHoOM Wy IPYyroM cMepy, HO oba myra y3 m3BecHe morernkohe. Max Born
u Leopold Infeld cy mpurmn npobaemy mpyrom meronom, u dopmysucanu [1] ereKTpoauHAMUKY KOja
perrraBa npobsieM OecKOHaYHEe eHeprHje TaYKacTe YecTHIle, ajii 10 IIeHy yBohema HeJINHeapHUX jeHaYHHA,
JMHAMUKE [T0JhA.

OcHOBHY TeXHUYKH TPOOJIEM KOJ| HEJTMHEAPHUX je/IHAYNHA JUHAMUKE CACTOJUA CE€ y TOME 14 MPUHIIKI
CyTIEepIIO3HIIAje M0Jha BHUIIE He Bazku. 1o ApacTuaHO oTekaBa n3Boherme 6o KakBux npeasuljama reopuje
jep He MOCTOjU OMINTH METO/] PellaBamba jeJHadnHa, a MpaBu npodieme u y GopMynamuju onrosapajyhe
kBauTHe Teopuje. Ca apyre crpaHe, ympaBo Ta HEJIHHEAPHOCT omoryhasa ma ce 3a00ubje quBEpreHIyja
YKYTIHE €HEPIHje M0Jba TAYKACTE YECTHUIE U 100Uje KOHAYIHA, BPEIHOCT.

MoruBarujy 3a obauk Teopuje Born je mobmo mo yriemy Ha CTPYKTYPY KHUHEMATHIKAX jeTHATHHA
Teopuje PeJATUBHOCTH, Ca UAEjOM 3 KOHAYHOCT yKYIIHE EHEPTHje TadKaCTe YecTuile 00e30e/ 11 HaMeTamheM
rOpIHbe TPAHUIE HA WHTEH3UTET eJIEKTPOMATrHETHOr 10Jba, 110 yIJieay Ha OP3WHY CBETJIOCTH Y CIIEIHjaJIHO]
Teopuju pejgaruBHOCTH. [lomceTrMo ce 3aT0 HAjIpe OTHOCA KJIACUYHE W PETATUBUCTHIKE MEXAHUKE.

VY KJIaCWYHOj] HEPEJIATUBUCTUYKO] Mexauuin Lagrangeesa dyHkIuja 3a c1000[HY YECTHUILY jeIHAKA je
HEHOj KUHETUYKO] EHePIruju:

2
La= Emv )

Izie je m Maca JYeCTHulle, a v HHTEH3UTeT Op3UHE KpeTama, KOjH MOXKe J1a Y3UMa BPEJHOCTH U3 UHTEpBaJa
[0,00). ¥V penarusucTuvkoM cayuajy LagrangeeBy dyHKIHMjy MOKeMO mucaTu Kao':

2

v

Lig=mc®|1— 1——2
c

JacHo je ma ce y aumecy ¢ — o0 Ly cBomm Ha L. U3 Teopuje peraTuBHOCTH je MO3HATO 18 OBAKBA
Lagrangeesa dynkiuja resepuiiie Teopujy y Kojoj je Ha npupojaH HaduH (ajirebapcKuM MEXaHH3MOM )
HAMETHYTO OrpaHuvee Ha naTer3uTer op3une: 0 < v < c.

1Jacuo, 6pauna ceeTOCTH C je y yBOLy 6mira meduHmucana Kao ¢ = 1 Tako ga HErJe He MOpaMo fa je mumemo. MelyTum,
3a noTrpebe OBOI' OJle/bKa je KOPHCHO eKCIJIUIIUTHO je MUCATH jJa O aHaJIordja Kojy XoheMo Ja mpe3eHTyjeMO OUia jacHHja.
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[Momrro narpamxkujan Maxwellose eekTponrnaaMuke nMa, 00JIMK

Born ra je, yrmengajyhu ce Ha oBakaB oaHOC m3MeDy KJIACUIHE U PEIATUBUCTAYKE MEXaHUKe, MOAM(pUKOBAO
y OOTHK:

(1.1)

OBre Tpeba MpUMETUTH 14 WHTEH3UTETU M0JhaA EuB y MaxwelloBoj Teopuju HuCy HUYMM OrpaHUYEHH,
1j. E2,B% € [0,00), 10K y Bornosoj reopuju Mopa Gutu ncmymen yeaos? 0 < VE?2 — B2 < b. Osze
HOBOYBe/leHa KOHCTAHTa b mMa CMHCA0 MAaKCAMAJHOI WHTEH3UTETa KOje eJIeKTPOMATHETHO II0/bE€ MOXKE
WMATH Y JaTOj TA4YKH, y MIYHOj AHAJOTHjH Ca OP3MHOM CBETJIOCTH, ¢. 10 ce Hajmakilne BUAA y CIy4dajy
eJIeKTPOCTaTUKe, KOju je 3a Hac of najseher unrepeca®, jep u3 B=0 crenn 0 < |E| < b.

OBako dopmysncana ereKTpOIMHAMUKA YCIEITHO PeliaBa MUTambe JUBEPreHIfje eHeprije TadKacTe
9eCTHUIIE, AJIN Jaje U MOTYNHOCT /13, Ce MojaM TavYKACTe YECTHUIe HHTEPIIPETUPA HA, HOB HAYWH, Ka0 cuurymapuTeTi]
oJba, YuMe heMmo ce mo3abaBuUTH y Oe/bKy 2.2.

Ilomrro je popmynmcao Teopujy Koja mma TpazkKeHy OCOOMHY KOHATHOCTH yKYyIIHE €HEpPruje TadKacTe
gecruue, Born je, y capaamu ca Infeldom, oruinao Kopak gaJjbe y mokyiuajy ga popmMysiniine HoBy KoBapujanTHy]]
TEOpHjy MO/ha KOja OM HA PEJIATHUBHO MPUPOJAH HAYWH YjEIWHWUIA, €JIeKTPOMATHETHY W I'DABUTAIAOHY
mnTepaxiujy?. Born u Infeld Taxo momaze of (mame sume ad hoc®) obamka 3a TarpansKujam:

L =/—det[au]

7 aHAJIW3UpAmeM YBeJeHOT TeH30Pa Gy, HI30M apryMeHaTa CTHXKY JO0 JarpamKiujaHa KOju NMa O0JINK:

o 1o F2_ 2 (E’B’)z
—b [ 1—-14/1— — 1.2
1 Ar b2 b4 ) ( )

¥ KOju TIpeCTaB/ba jJarpanxkujan Born-Infeldose enexkrpoaunamuke. Tpeba 3ama3uty ga ce OBaj JarpaH-
JKujaH pas3aukyje ox Bornosor sarpam:kujaHa mo J0JaTHOM CAOUPKY MO, KOPEHOM.

Jenna neouekuBana ocobuna Born-InfeldoBor narpanzkujana je uaBapujanTHOCT Ha TyasHe TpaHcdopmanyjel]
(kojy hemo pasmorpuru y raasu 3). Kao wmro he ce Buzeru, osa ocobuna KOMOUHOBAHA Ca IIOCTOJAHEM
CUHTYJIADHUX periemha Teopuje (omebak 2.2) UMILIMIMPA MOCTOjarhbe MArHETHUX MOHOIIOJIA Y TEOPUjU.
Born, mehyTum, HEUje BepoBa0O Ja MAarHETHA MOHOIOJIN MTOCTOjE, M4, j€ HAIYCTHO OBAj OOJIMK JIArPAHIKUAJAHA
7 OKPEHYO Cce HeJITMHeapHUM TeopHjaMa KOje HeMajy AYaJIHy CHMETPH)y.

Ca npyre crpane, y CKOPHjUM UCTPaKUBambUMa, y Teopuju cyneperpyna Born-Infeldos narpamxkujan ce
" npuposHo” jaBiba Kao aeo edekrusHe Teopuje [3], u npUTOM CuMerpuja JyaJHOCTU UIPA BaXKHY YJIOLY.
Tume je Born-InfeldoBa reopuja monopo ”oxkusena” u o 3HA4Yaja je ga Ce UCIMTA HEeHA MaTeMaTHdKa
CTPYKTYpPa, Ca HATJIACKOM Ha TYaJIHOj CUMETDHjN.

2Hapasuo, oBaj yciaoB je moryhe HCIyHHTH caMoO ako je E? > B2 Ho, mac 3ampaBo HajBullle HHTepecyje CiIydaj
€JICKTPOCTATUKe, B=0.

3VkymHA eHepruja eTeKTPOMArHTeTHOT II0Jha TAUKACTE YECTHIE Ce HAjIaKIIe padyHa y CHCTeMy pedepeHie y KOMe
9eCTHIA MUPYj€, a TaMO je B= 0, Tj. UMaMO CaMO EJIEKTPOCTATUIKO TOJHE E(F)

4V 10 Bpeme jour yBex ce Huje 3HATO 32 jaky u Ciaby HHTEPAKIH]Y, IIa je YjeHberhe eJeKTPOMArHeTH3MA, i TPABUTAIII]e
[IPECTABIHAJIO jeJaH O [JIABHUX TEOPHUjCKHUX I[M/bEBA KOjAMa, CE€ TEXKHUJIO.

5U3Bopno, Born u Infeld cy cvarpanu [1] ma je oBaj 06Uk MarpaEKujaHa HAjOMMTHjE MOryhu KOju 3a70BOJbaBa yCI0B
ommTe KOBAPUjaHTHOCTH, HO yOP30 Ce MCIOCTABUIIO Ja TO Huje Cciaydaj [2], umme ce onpasnasa npuies ad hoc.
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BORN-INFELDOBA
EJIEKTPOANMHAMUKA

Y oBoj rnaBu hemo ce mo3abaBuTH OCHOBHUM OCODMHAMA ¥ HEKUM OGurTHUM pesynraruma Born-Infeldose
reopuje (6€3 pa3maTparma CUMETpHje JLyaJHOCTH KOjy OCTaB/baMO 33 IVIaBy 3).

Y omepky 2.1 hiemo auckyroBaTy JarpaHkKujaH, KOBAPUjaHTHOCT, jeHAYMHE IUHAMUKE (3amucane y
pa3HuM OBJIMIUMA), PejiI CUMETPH]y U OOJIMK TEeH30Pa eHEePrUje—UMILYJICA.

Kopucrehu ce oBum pesynraruma, y ome/bky 2.2 hemo m3BecTH ABa 3HAYAjHA PE3y/ITaTa TEOPHje U
garu uM pusnuky uHTepnperanujy. IIpeu pesyiarar mpeacrapiba oAcycTBo T3B. ~birefringence” edekra,
a NIPpYyr¥ TOCTOjarhe CUHTYJIAPHUX PeIera Ca KOHBEPI'eHTHOM YKYIHOM €HEeprujoM eJIeKTPOMAarHeTHOT
0Jba.

2.1 ®dopmynanmja Teopuje

Jlarpanxkmujan

nep b2 11 nv 11 14 ?
gBI:,/—_gE L= [T+ g5 B B = 75 7 F *F (2.1)

1

mpu demy je b € R aumensuona xoucranta. OBaj jJarpaHkujaH Ce MOYKE HAMUCATHA Y jeTHOCTABHUjEM

00JIUKY aKO ce ceTuMO aehUHUIN]a CKAJAPHUX WHBAPWJAHTH:

1 S = 1 Lo
I = §F,WF’“’ = B? - E?, I, = —ZF,W *F"W = E - B, (2.2)
" aKO yBeIeMO CMeHe:
I, B?—E? I, E-B
nep 11 nep 12

Jlarpamxkujan (2.1) Taga mocraje
b2
Lo =vV=g1- (1—\/1+F—G2). (2.4)
™

LCrpukTHO roBopehn, 0BO HHje JTarpamKkujan (OJHOCHO TyCTHHA JarDAH’KHjaHA) CBE JOK Ce eKCILIHITATHO HE YBPCTH

Fiu, =0uAy —0vA, u FHY = ghPg¥? (0,A6 — 05 Ap) .

Takobe, Bunu ce J1a JarpaH:KujaH He 3aBHCU OJ mosba Ay, Bell caMO O BeroBUX H3BOAA.
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Koncranta b nma muvensuje jaaure moba (Tj. m~2) u obesdehyje na F u G Oyay Ge3IiMeH3noHH.
Ouexyjemo a nMa (PU3NUKN CMUCA0 MAKCUMAJIHOT HHTEH3UTETA 10Jba, ajIi IheHa HyMepHYKa BPEIHOCT fie
6uru npouemwena kacuuje (y onesbky 2.2). 3acan fiemo camo ja Koncraryjemo na je b # 0 u n1a JoroBopHo
dbukcupamo na 6yae b > 0 (MakcumasHu uHTEH3UTET 110JbA TPeba na Oyie nosurusan!), jep durypurie
KBaJIPATUYIHO y JIArPAHKKjaHy (Tj. JTarpaHKujaH je WHBApWjaHTaH Ha 3ameHy b — b’ = —b, ma mmamo
10001y 18 01a0epPeMO 3HAK ).

Y numecy b — oo Teopuja ce cBomu Ha O6e3u3BOpHY MaxwelloBy enekTpoanHAMUKY jep JIarpaHiKujaH
mnocraje:

lim Lg; = lim\/—_gﬁ<1— 1+£—I—22>
b0 b o0 4 b2 bt
= \/—_g% lim b? {1—(1+%—;—i+ (b—z))]
- ‘%ﬁ&“(‘% 217)
- (48
= - —Q%FWF”

KoBapujaHnTHOCT

U3 obnuka (2.4) ce jacuuje Buau 12 je 1€jCTBO
b2
S:/d4xCBI:/d4x VI (1— \/1+F—G2)
T
unsapujanTho jep cy F, G u d*x \/—g unsapujanre, na je Teopuja KOBapujaHTHO (OPMY/ILCAHA.

JeaHaumHe JUHaAMUKE

JennaumHe guHAMWKE TTOJhA Ce HOOMjajy W3 3axTeBa, Ja IejCTBO Oyme ekcrpemaJsHo, Tj. wu3 Euler-
LagrangeeBux jemHadmHa:

oL oL
A o = (2.5)
Hudepennupamem? ce m06mja
OLg1 O0Lp1 1 Fo* + GxF**

_ Y S e L 2.
VR TE W Yo Atr -G (26)

IIa Ce 9eTUpu je,ILHa‘{I/IHe JUHaMHUKe CBOJE Ha:
Fozu + G*F()n,u,>
_— —— = O.

7] (\/—g
g VI+F-G?
2 TupexTHO mucbepeHTHpame Jarpamknjana (2.1) je mpaBoamaUjCcKO, amm gyragko. Ho, ako ce yame y 063up aa je
0 OF, Ie] 17} Ie] 1o}
= b = (0aAp — 03An) —— =2
0(0uAv) 0(0uAy) OF a3 0(0uAv) 0F . OF

(oBo Baxkm caMoO KaJa (DYHKIHja KOja ce MU(EPEHIpa 3aBUCH UCKIBYIHBO Of Fj,,, Tj. He CaupKu wiaHoBe o6amka Oy Ay)
Ka0 U jeHAUHUHA

2.7)

0nAa)  OF 0Fe | 20G 0Fpa’
u3 jarpamxkujasa y obnuky (2.4) u jenmaqmna (2.2) u (2.3) pesynrar audepeHnupama MOXKe A3 Ce BUAU U HAIIAMET.

oL oL OF 26£ oG
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Bunnmo na reopuja Huje TUHEApHA, IIITO je TTOCJIeINIA YHHeHNIE 1a tarpanxkujan (2.1) auje kBaaparnaHal]
dbynknnja mompa F,.

Cewm rora, 3axBasbyjyhn yumwenunu na je F,, = 0,4, — 0, A, unenrudku cy 3anosossenu Bianchijesu
WJIEHTUTEeTH, UCTO Kao U 'y MaxwelloBoj enekTpomuHamMuiiy — detupu O€3U3BOPHE jeTHAYUNHE:

O (V=g *xF*) =0, (2.8)

KOje jecy JiuHeapHe.
IIpsa crBap kojy Tpeba pokoMeHTapucaTu je Ja ce jejaHaduHe auHamuke (2.7) MOry eKCIJIMLIUTHUM
IDEPEeHITMPABEM 3AMUCATH Y O0JIUKY

1

ﬁaﬂ (V=g F*") = 4mj°, (2.9)

y3 uaeHTHdUKAIN]Y

1 1 G
et~ 14+ F — G2 {Faﬂat (7> + *xF"9, <7)} : 2.10
J A "\VI+F-G2 "\VI+F-G2 (210

OBaj obnuk jenuauwna guHaMuke je mo ¢opmu uaentudan MaxwelloBuM jegnadmnama JUHAMUKE Ca
u3BOpEMa’, ¢ TOM Da3IMKOM INTO je KBaJPUBEKTOpP TYCTHHE CTpPyje eJeKTPOMATrHeTHOT TOpeKja, Tj.
3aBucH (HeJHHEAPHO) of nosba Fy,, y naroj rauku. JIpyruM pednMa, jeAHAtIHHe TUHAMEIKE HMajy OOJIHK
(2.9) y BakyyMmy, Tj. y OACYCTBY decTulia Marepuje (OAHOCHO M3BOPA HEEJEKTPOMArHETHOr nopeksa). To
3HAYM JIa Ce Yy TEOPUjU jaBJhba CAMOMHTEPAKIHja, IIITO C& MOTJIO ¥ OYeKUBATH 3000 HeHe HEeJMHEAPHOCTH.

Hpyra crBap Kojy Ba/ba IPOKOMEHTAPUCATU IIPEICTaB/ba TPOBEKTOPCKU 3amuc jeguaduna (2.7). Y

TOM TUJBY, AeduHUTIIMO TeH30p uHaykiuje H* kao:

o FX + GxPOV

Nk 211

Jennagwne qunavmuke n06mjajy oOIuK:

O (V=gH*") =0. (2.12)

Cruenyjasno, 01a0epuMo KOODJAUHATHU CUCTEM y KOME je ¢, = Ny Ua je /—g = 1. Y rom ciy4ajy mory
ce mebunucaru rposekropu E u B npeko xoMmnoHeHTn teHsopa Fy, u jensauunue (5), KaO U TPOBEKTOPH
D u H npeko KOMIOHeHTH TeH3opa H,, (uuju je marpuumm obiuk normyno anasorad (5)). CkamapHu
MIPOU3BOJI TPOBEKTOPA, ~ -, MOCTaje UACHTUIAH OOMIHOM CKAJIAPHOM IIPOU3BOIY M3 TPOIUMEH3MOHATHOT
eyksmackor npocropa. Cana jennaumbe (2.12) mory Ja ce 3anuily y TPOBEKTOPCKOM OBJIMKY, KOju je

moTmyHO anajoran MaxwelloBuMm jenmnadnnamMa y MarepujasiHOj CPEIUHU:

0

divD=0, rotH — &5 =0, (2.13)
nok BianchijeBu unenrureru (2.8) nobujajy nosuar obsuk:
I 5 0 5
divB =0, rot £ + aB =0. (2.14)

W3 oBor obsuka jemnadnna ce BUAW 12, Kao y MaxwelloBoj eexTpoanHaMuIm, BaykKe CBE MWHTETPAJIHE
TeopeMe, MITO y OIIITeM CJIyd4ajy He OMCMO OuYeKHMBAJIM Of] HelnHeapHe Teopuje. Hemwmneaproct je oBje

3Tlopcernmo ce, Maxwellose jesnauune ca m3sopuma, ce j06ujajy U3 JTarpamxujana:
1 .
L=——g Tom F FP 4+ —gjHAu.
T

KBaJapuBeKTOp T'yCTHHE CTpyje OBJe 3aBUCH Of ' u He 3aBucH HU o A, HE o OyA,, IITO 3HAYH Ja Cy H3BOPHU IOJbA
HEeJIeKTPOMAarHeTHOT TOPEKJIa.
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”cakpuBera’ y T3B. KOHCTHTYTHBHHM® jemmaumnama (2.11) Koje y TPOBEKTOPCKOj HOTAIMjM J00Hjajy

00JTHK: . ~ ~ ~
- L+ GB ~ .0 B—GE
pee_=t G0 e 57 GR (2.15)
V1+F—G? V14+F—G?
Oge jenHauyunne, Wako HeJWHEAPHE, MOLY JIa Ce PEIe 1Mo EuB y yHKIIHjI D u H wro je cBojeBpcHA
(u Beoma kopuchua) ocobuna Born-Infeldose reopuje. Pemasame ce ussoau Ha ciaenehu nauun. Hajupe
kopumhemeM jeanaanna (2.15) TOKaKIMO /18 BaxKn®:

D-H=E-B. (2.16)
3ancra,
5.8 (E+GB)-(B-GE) E-B+G(B?>-E»—-G?E-B _
B 1+ F—G? B 1+ F—G? B
b2 b2F — G%p? 14+ F - G?
_ G+G G G:bQG + G R0 —
1+ F—-G? 1+F—G?
= E-B.
Ha ocuoBy oBora caga gobujamo ma je:
E-B D-H
G= 2T 2
Sarum nedUHUIIEMO CKATAP:
11 H? — D?
aeh v _
= =g g = ==

o anasoruju® ca mpeowm jemmaumnom (2.3). 3amemusameMm (2.15) y oBaj nzpas qo6uja ce jemHadnHa Koja
Besyje I', G u H u Koja ce y3 Majo anredpe MOXKe 3alUcaTh y ODJIUKY:

1+ G2
VIt F-Gl= e
Vit H-G

Caga ce oBaj ujeHTUTET MpUMEHHU Ha cucTeM (2.15) unMme OH TOCTaje JIHHEAPAH TI0 EuBmn pelasa ce y
map nore3a. Pesynrar je:

D—-GH B H+GD
V1+H-G? VI+H-G?

Bamnasury 1a oBe jeJHadrHe 110 00JMKY MHOro jmde Ha (2.15).

E = (2.17)

T'eju cumerpuja
Yumpenuia Ja eJ1eKTPOMarHeTHo nosbe £, onucyjemo xopucrelin morennujan A, jeJHAIMHOM
ELV = 8[1,Al/ - 8VA/L

0be36ehyje mocrojame rejii cumerpuje 6e3 003upa HA KOHKPETaH O0JIMK JarpaHkujana. 1o 3Ha4Yd 1a ce
oHa jaBJba Ha wcTH Ha4YuH U y Born-InfeldoBoj 1 y MaxwelloBoj esekrponmuavuiim.
Hamuwme, rejin rpancdopmanyja noreHnurjaga

A, — AL =A,+0.f

4V ereKTPOAMHAMUIE MATEPUjATHEX CPEAHA, jeHaqHe Koje Be3yjy D u H ca E u B ce 30By ” KOHCTHTYTHBHE jeqHAYHHE”
u peduHAITY 043uUB cpeauHe (MHAYKIHjy) Ha mobyheme (mosbe).

50mo je Beoma GuTHA OCOOMHA KOHCTHTYTHBHEX jepHaumna. Kao mro hemo mokasaru y riasu 3, OBa jejHadwna mper-
cTaBsba NOTpebaH U JOBOJbAH YCJIOB Ja TEOPHja MOCedyje MyaslHy CUMETPHjy.

6 Anasoruja uuje cacsum xommerna! OBpaTy Maskiby Ha Pa3auKy y MHHYCY!
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HUje OICEBADWIIHA, jep Ce MOJbe HE MEmba!
F, — F;lw = 0,4, — &,A; =0,A, +0,0,f —0,A, —0,0,f =0,A, — O0A, = Flu.

OBo 3Ha4M 1@ UMaMO Tejil CUMETPHUjy y TEOPHUju U Jjia u300p MOTEHINjaia HUje JeTHO3HAYAH 33 3aJaTy
koudurypauujy nosa. To nam omoryhiaBa sa Ha HOTEHIMjal HAMETHEMO jOLI HEKH JOAATHU YCJIOB (T3B.
Ka/IMOPAIMOHHU YCJIOB), KAO HA IPUMED:

0, A" = 0. (2.18)

Tensop eHepruje—umIrysica

N3pas 3a rensop enepruje—ummysica ciaenu u3 reopeme Emmy Noether u y ciyuajy Bekropckor (y
HAIIIEM CJIy4ajy €JIeKTPOMAIHETHOr) [I0J/ba [JIACK:

oL
[T Y
T, 20, a)&,Aa o+, L.

[Tomrro oBako HamMCaH TEH30p HUje CUMETPUYIaH, TPAHCHOPMHUIIEMO ra Ha ciaegenn HAdInH:

oL 0 0
™, = 2—0,A,— 0, L ) =2 ,
OF,0 P B8(0,40) ~ 0F,.
= Z;TL (Fua — 0aA,) — 0*, L 36or  Foo = 0, Aq — 0a AL,
o
oL oL
= 2—F1/a _5”11 — 20— aAl/7
Do £ 2E.0
oL oL oL
= 2—Fuo/ - /Ll/ — Uq 2—Al/ 2Al/ a N g = Oy - ) -
T o, L—d < oF,. >+ 0, oF,. 36or  fOug = 0u(fg) —90uf
[Ipermocaaamy w1aH je AUBEPreHIHja U CMe ce M3DANNUTH, & MOCTIeIIbY TIaH je:
oL oL oL
2Al/ fe" = _2Al/ AN _Al/ AN Aa A N
O 5 O 5 O pond,) "

upema jeiHadrHama JquHaMuke (2.5), 10/ HpernocTaBKOM Ja JarpaHKujaH He 3aBUCU O[] [OTEHLHjaJIa
A,. Hakie, cienn:

oL
TV, =2—F,, — 0", L.
OF o

Osaj 06uiuK jour yBek Huje manudecrtHo cumerpudan. ¥ Hamem ciaydajy (£ = Lpy) je:

OLBr . 0Lp1 Vg For + G *FH

OF, ~ 0(0,Aq) 47 I+ F-G2'

(apyra jennauuna y (2.6)), na je:

V=g Fo" + G xFor
A4 14+ F — G2

JupexTHIM u3padyHaBambeM (Tj. CyMUpameM o KOMIIOHeHTaMa) MoKasyje ce na Baxkn cienehin nnenrurer:j

Foo— 0", L.

T, =

*FHYE,, = 01, (2.19)
I1a ce 3aMEHOM Yy TOPIbY jeTHATNHY J00Mja:

o _ N8 F'Fay + GId",
o4 I+ F - G?

Ten3op enepruje—uMITysIca je cama u MaHudEeCTHO CUMETPUYaH, U y TOM 001Ky hemo ra kacuuje kopuctuty.Ji

— 6, L. (2.20)
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2.2 OcHOBHU pe3yJjTaTu

Y oBoM ofiesbKy hieMo pa3mMOTpUTH 1BA OCHOBHA Pe3yJITaTa Koju ce jaBibajy y Born-InfeldoBoj enexrponnunamvuriu. i
[IpBu je Be3am 3a MpPOCTHpame €JIEKTPOMArHETHHX Tajlacd y BaKyyMy M CacTOjU Ce y OJICYCTBY T3B.
"birefingence” edexra, I0K je APyrd Be3aH 3a €JEKTPOCTATHKY BaKyyMa M CaCIOjU C€ y IOCTOjarby
CUHI'YJIADHUX Pelleha Ca KOHAYHOM €HEPrujoM U HAEIEKTPUCAHEM.

Birefringence edekar

Birefringence edekar je, KpaTko, mojaBa 3aBUCHOCTH IpylHe Op3MHE IPOCTHPaiba TaJaca OJ THIIA
IHbUXOBE MOJIapU3alHje.

Ila bucmo gemoncTpupaJu ofcycTso ederta y Born-InfeldoBoj eexTpoanaamutiy, MOpamMo pa3MOTPUTH
HEINTO OIIITHjY TEOPH]jy, y K0joj noMeHyTH edekar moxke ga ce jau. Heka je marpamxujan te ”onmruje”
esleKTpoMHaMuKe £, U IPETIIOCTABUMO JIa je KOBApUjaHTHO GOpMyJIUcaH (TO y IPUHIMILY YBEK 3aXTEBAMO
o/, esekrponunaMuke). Xohemo Jia uzpadyHaMmo rpynHy O6p3uHYy HPOCTUPalka PABHUX MOHOXPOMATCKUX
€JIEKTPOMArHETHUX TAJIaca Y BAKyyMY, Y IPUCYCTBY HEKOD CIOJbaIlber (Takohe eJIeKTPOMArHeTHOT ) TI0/ba.
To ce paau Taxo mro ce 3a jarpanxujan L (uuju GyHKIuoHAIHA OOIUK HUje 33J1aT — TUME Ce TIOCTUKE
J10BOJbHA ”ommTocT” pasMarpama. . . ) ypaau caejaehe:

e JIMHEapu3yjy Ce jelHauuHe JUHAMUKE (aMILUIUTYIa OCIUIOBAbA TI0Jba Y Talacy ce cMarpa ”Majom”
na ce jelHaunHe pa3sBUjajy y el U allpOKCUMUDA]Y);

® [IOTPAayKHU Ce peliere y O0JUKY CTaHIAP/IHOM 33 PABHE MOHOXPOMATCKE TaJIace;
® U3DPAaYyHA Ce AUCIIEP3UOHA jeTHAUNHA;
e u3padyHa ce rpynHa Op3uHa MPOCTUPAa TaIaca.

Wnemo penom. Jennadunne puaamvuke ce y npunnmiry mory noburu n3 Hamiltonosor npunnuma, 1j. u3
3aXTeBa JIa je Bapyjallyja /IejCTBa je/ITHAKA HYJIH:

55’55/d4x£=0.

3axTeB 11a OHe OyIy KOBapUjaHTHE EKBUBAJIEHTAH j€ 3aXTEBY /13 IejCTBO Oy/le MHBAPUjAHTA, Tj. CKajap. 10
he 3amucra u 6utn axo je d*xL unsapujanta. Kaxo je d*x\/—¢ wuBapujanta, marpamkujan £ Mopa GuTH
obmuka L = /—g I rze je I nHeka nHBapujaHTa €JIEKTPOMArHETHOT 1107ba. Ha 0CHOBY Teopeme U3 10JaTKa
A, I ce moxe 3anucaru kao dpyHkumja qse ocnoBre unpapujanre I1 u I (nedunucane jennaunnama (2.2)).
Crenu ma Haim jarpasxkujad L, KOju HACMO 33JaJIU eKCIJIUIUTHO, MOpa 300T yCJIOBA KOBAPUjAHTHOCTH
Ta 6yme GyHKIMja caMo JBe IPOMEHIbUBE” :

L=yv=g®(L,L)=L(I,I). (2.21)

[Tormro cMO OBO yCTAHOBUJIU, jeJHAYMHE AMHAMUKE MOXKeMO nobutu (dhopmaiaum) audepeHyupambe,
kopucrehu Euler-Lagrangeese jennaunue (2.5).

Jlureapu3zanujy jeqHavnHA JUHAMUKE U3BOIUMO Ha ciaefehn HadnH. JeIHoCcTaBHOCTH Pa/iu, n3adepumo
KOODJIMHATHI CHCTEM y KOME je Gy = M. Llosbe F),, pa3dbmjamMo Ha MO3aJIMHCKO TOJbE F,E?,) (3a koje

. . . 1
IPETIIOCTaB/bAMO Ia je KOHCTAHTHO® M J1a 3a/10BO/baBa jeJHAYMHE TUHAMUKE) U T1epTypOaIujy FP(W) (3a

KOjy [PeTIHoCTaB/baMo JIa je MaJjIor UHTeH3UuTeTa y mopeljemy ca no3aiuHCKUM 110JbeM):

Fuy = F9) + F{}).

"Jomr jejma mpeTmocTaBKa KOjy HOAPasyMeBaMO je Jia KBAHT eJeKTpoMarHerHe uurepakimje (boToH) Hema macy, Tj.
a y JIarpaHXKHjaHy He IOCTOjU UJIaH OOJIHKA %m2AMA”, HUTH J3 Y JIArpAHXKHUjaHY YOHIITe (PUTYypHIIe KBaJIPUBEKTOD
norennujaga Ay, Ha OmMI0 KOju HaumH, Bell CAMO HEroBM M3BOIM, ¥ TO CaMO y KoMmOumanumjama Oy A, — Oy Ay.

8080 mpeTmocTaBHAMO CaMO Ja GHCMO TOjeHOCTABUIM padyHame. lleno pasmaTpame je Moryhe m3secTn (3HATHO
KOMILIMKOBAHHUJHM MeTOAaMa) u 0e3 Te mpermocraske [4].
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Xohemo ma jeqHaunHE TUHAMUKE PA3BUjEMO ¥ PEJI 0 JUHEAPHUX 4IaHOBA 110 meprypbaruju. ExsuBasentHo i
MOXKEMO PA3BUTHU JIATPAHKHUJAH Y P A0 APYTOr Pea Mo nepTypoaliuju, 1ma, 3aTuM 13 BHera KOHCTPYUCATH
jennadnbe auHaMmuke. lakie,

oL 1 0%C
L=1L| + Wy- 2= | FOFD 4 oF?
ro OFuwlpo ! 2 0FpeO0F | po) ™71 i)
Nwmajyhu y suny (2.21) u (2.2), u ysonehu cmene:
0P o
Lo = @I, 1) ; Ly = ; Lo = ;
FO Ol | poo) Ol | po)
0%® 0%® 0%
fu = Fnan | e L2 = 510h | e’ L2 = F0an |0
1 1|F) 1 2 |F(0) 2 2 | (o)
HAKOH MaJIO [VIOMA3HHX MOCPeJHEX AuMepeHnIpaba, CJIeII HAIITa, Mambe TII0Ma3aH Pe3yITaT:
_ v v (1) (1) v (1) v
L= Lo+ LBl — SLaxFly| BY + 3L0ED Ry — LLa B *Fl + 02
17 o v o v g v [ (1) (1) ’
S [La B 3 Lo wFfy w G — S (U wF + < Fl FiS )| PRV ES.
Cazma Tpeba u3 OBOT JarpaHKUjaHa W3BECTH jemHadnHe auHamuke. [Ipurom je:
Fl
o, oL _ X OF,, oL | _ 90 |62,67, oL | _ X oL _ 0
OF.)) OF) OF OF OFap

)

. . 0 . .
Ha OCHOBY JeIHaYWHA JUHAMUWKE U ITPETIIOCTABKE 14 J€ F/SV KOHCTAHTHO, TTa JeJHAYNHE TUHAMUKEe AO6I/I.] aMO

mudepeHImpameM caMmo mo F C(Ylﬁ) Obparumo naxmy cajga Ha (2.22). Hajupe, npBu cabupak Ha JECHO]
CTpaHHM je KOHCTaHTAaH, I[1a Ce MOXKe u30aluThH. 3aTuM, LIOWTO Cy (aKTOPU y CPEAbHM 3arpalaMa
KOHCTAHTHH, TUQPEPEHIUPATHE TIO Fﬁ) npahieno nudepeHnupameM M0 KOOPAWHATAMA AHYJIUPA IPYTH

cabupak, 1ma ce u OH MOoxKe u3bamuTu. YerBpTH cabWpak je 4eTBOPOIUBEPrEHITHja:

L) «F =

" L2 %Py (0,4 - 9,A0)

1
4 1

I N T Ye)
E —5 2 % (1) Ity

1 uv 1 ng
= 0, (—5@ *F(Il)A(ul)) + §A§1)£Qaﬂ (*F(’l)>
= 0, (Lo, xFrram
= Ou\ gkt

(Buau jenuaduny (2.8)), na ce u taj wian moxe usbauuru. [Ipeocrajy rpehiu u neru cabupax, u oHu Jajy
HEHYJITH TOIPWHOC Vv jeqHadnHaMa nuaamuke. CBe y cBeMy, JIarpaHKUjaH 33 JUHEAPU30BAHY TEOPHU]y Ce
e(heKTUBHO MOKEe TIHCATH KAao:

1 1 1 1
_ - (1) ppv - WUV PO - g po = 5% po WUV 2P0 (1) (1)
L= LiFQFR + 3 [Lqu(O)F(O) + Loz %Efg) *F(g7 — 5 L12 (F(O) «Fl + *F(O)F(O))] FOFD.

Hudepennupamwem ce n06ujajy caenehe (nuneapusobane!) jenHadune quHAMUKE:

1 1
3 v a3 ng 3 v af 7Y 3 1)
L10aF) + {LllF('o)F(o) gL I * G — 5 an (F#EG] + *F(mF(%))] uFfy) =0 (2.23)
Hpyru xopak je peiiaBame OBUX jeJHadMHa. Pemiere TpazxkuMo y 00siuKy (paBHH MOHOXPOMATCKU

TaJacu): 4 ,
A, = S”e_““”‘” = Sﬂe_“"x, (2.24)
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rae je £, KOHCTaHTHA aMIIIATYa, a k, TaJIacHW KBaJPHBEKTOD.
AwnajimsoMm u3pasa y yriaacruMm 3arpafama jeqnadune (2.23) BUAMMO 1 je mesa 3arpaja aHTUCHME-
TPpUYHa 10 HHAEKCHMa /1, u v.
|: :| praf |: :| vuoS
= - )

ua nowrto je F,, = 0,A, — 0, A, umamo:
nvaf purap vpeS nvaf
[ :| 8{1}7‘#” = |: :| aaauAy + [ :| 8(¥8VA/L = 2[ :| 8()18/1.AV'
Ako cana 3amennmo (2.24) y (2.23), cuenu:
vaf
£k — Lk +2[ | hakug =0,

Barum, u3 (2.18) crequ k£ = 0, na npyru cabupak ornajga. Axo jom amiurysy £, U3BAAUMO UCIPE]],
sarpage xkopucrehu jennaunny £° = nYAE, u ysenemo cmene

a" LR Fly, ka Sk kF
J00mjamo:
1
L1k*n"P +2L11a7d® + 5522 *xa” *xa® — L1 (a” *xa® + xa’a )| & =0. (2.25)

Kpahom anmanmusom oBe jenmaumue BEOuMO Ia je &£, anHeapHa KoMOHHAnHUja (JIMHEADHO HE3aBUCHIUX)
KBa/IPUBEKTOPA, @y, U *Gy. 3TO Pellerbe TPaxKUMO y ODJIHKY:

gy, == Clay, + CQ *aua

Ia 3aMEHOM W M3jefHadaBameM KoeduImjeHaTa y3 a, W *a, ca HyJIoM, mobujamo’ caemehum cuerem
jeaHaduHa:

k 2 £12 £11 k > »612 »Cll £12
) (1222, 402t T) (E2p otty,) o212 -
Ka) ( I 2)+ Ly @t (a) (51 L 2) Ly “ o
E\? 1 Lo Lo kN> 1 Lo L2 1 Lo _
l(a> (o) -2 o v |(0) (aEne Be) 2] o = o
(2.26)

Ja 6u oBaj XOMOIreH CHCTEM MMAO HETPUBUJAJIHO PelIetbe, IeTePMUHAHTA MOPa OUTH jejHAKa HyJId, LITO
Jlaje OMKBAIPATHY jeTHAYMUHY:

B\ 1 Lo9 L2 L11L22 — L35
(2) [1-snepin 25 tn)
. (k) [Qﬁu L 1Lm Mﬂ . [M} ~0

a Ly 2L L2 L2

(2.27)

Tpehu kopak je pemasaibe jemHauune (2.27) uume 100KMjaMO JUCIEP3UOHY jeIHAUUHY MPOCTUPAA
€JIEKTPOMATHETHUX TATACA Y BAKYyMy (M y IPHCYCTBY CHOJbE-Er KOHCTAHTHOT W €BEHTYAJTHO JAKOT eseKTpoMaraeTHOT]]

I0Jba, F,S?,)). Taunuje, nobujamo e (1) nucnepsuone jepnavuue:

k? = a’\y,

90sBge cy xopumhienn cregehn maeHTHTETH:
a-k=xa-k=0, xa-a=—Ik?, *a® =a? — I1k?,

KOjHU Ce JOKAa3yjy AUPEKTHUM H3PATyHABAIHEM.



I''TABA 2. BORN-INFELDOBA EJIEKTPO/IMHAMHKA 13

rze ce Ay n00uja AMpeKTHUM pemaBambeM (2.27):

1 1,622 ,Clg 2 -t £11 1»622 1
A= |1—-=-—/-NLH+4+2—1—-T1 —2— ————= 4+ T £ A2 2.2
T3 < 2L, e T L, 2 h ’ (2.28)
F@£11£22_£%Q A = 2@_1@_]1[ 2-|— 2@—211[ i
- I ’ "\ 24 ! L 2)

[Tomrro je nuckpumunanTa A yBek Beha win jegHaka Hy/Iu, caequ jga (OCUM y CHEIUjaJHuM CJIydajeBuMa,
A = 0w a = 0) yBeK UMaMO JIBe Pa3JIMYUTe JUCIEP3UOHE jeJHAYMHE 33 IPOCTUPAE €JIEKTPOMAIHETHUX
Tajgaca y BaKyymy.

OBa uumbeHUIA WMa HETPUBHjATHE MOCJIEUIe, U jedHa O BbUX Ce CACTOju y TOME I MOCTOje JIBe
pas/jmguTe rpynHe Op3uHe MpocTupamba Tajaca (4erBpTu Kopak). To ce BHOM aKO Ce CEeTHUMO 1a Ce
rpynHa 6p3uHa MPOCTUparba Tajgaca aedUHHUIINe jeHATHHOM:

g OK 0w
llk‘eill — olk|’

113, AKO UMaMO JBE PA3IUIUTE IUCIIEP3UOHE jeJHAUNHE, AMAMO U JIBE PA3/udnuTe rpymae 6p3ute mpoctupamall
rajaca. Y OCHOBH, KOjoM he ce Op3MHOM TaJac IPOCTUPATU 3ABUCH O/l TOTa /1 jiu cucreM (2.26) pemaBamo
3a70BOJbaBajyhn jefHy WM APYTy AUCIEP3UOHY jeTHAYUHY, Tj. EKCIIEPUMEHTAIHO T[JIEIAHO, OP3WHA
CBETJIOCTH 3aBHCH 07 0buKa nomapusanuje. OBa Iojasa ce Ha eHITIECKOM 30Be birefringencet?.

Hapagmo, caja mommro ¢cMo AeMOHCTpUpaIn eheKaT, MPUPOIHO Ce MTOCTaB/ba MATAE: 33 KOje JarpaH-
xujaHe ce oBaj edexar nehe jaBuTu, Tj. Kakas Tpeda ma Oye marpamxkujan ga 6u ogrosapajyha reopuja
npeaBuhasa mocTojame caMo jeaHe Op3uHe CBETIOCTH?

O/roBop Ha 0BO mUTame ce A00Mja 3aXTEBAeM Jla Y Teopuju HemMaMmo 1Be, Beli jenHy aucrnep3uoHy
jemaaamay. Jemaum normenom ma (2.28) Buammo na he To 6urn caydaj ako je muckpumuHanTa 6uksaaparae]]
jenuauwne jemHaka myaun: A = 0. Ilomro je A 30up KBaJpara, Taj 3aXTeB HAC JOBOIU 10 cienche e
jeTHaInHe:

L1 1Ly Li1Ly — L1z L11Ls2 — L2,
,Cl 2 £1 C% ’ »Cl C%

Enemenrapaum anrebapckuM TpaHCcOpMAINEjaMa OBE jeJHAUNHE C€ MOTY CBECTH Ha, ODJINK:

2 I, =0.

1 I 1
2

2£11 — —£22 — —£12 = 0, £11£22 — £12 — —£12£1 =0. (229)

2 I I
OBo je cucrem mBe HenmHeapHe'! Xomoreme maprmjanme audepeHIEjaIHe jeqHAYHHE APYTor pefa IO
narpamxkujany L(I1, I2). Caku jlarpaH:Kujan Koju 3aJ0BO/baBa 0Baj CUCTEM OIUCYje eJIeKTPOJAUHAMUKY
y KOjOj mocToju camo jeana Op3uHa cBersioctu. Hawmelie ce maeja ma perraBameM OBOD CHCTEMA MOYKEMO
nahim cBe Te JarpaHKujaHe.

Ta uzeja je u peanusosana [2], 1 HCIOCTABUIIO Ce Jla, OCUM TPUBHUjAJTHOT pelemal?, mocroje camo 1pa

[IpBa WHTErpaJja Koju 33I0B0O/baBajy oBaj cucreM. 10 cy:

I
L=1\/1+L -1} u 5:1—1. (2.30)
2

Hapasuo, cucrem napuujanuux audepenuujannux jeaaaduna (2.29) e pukcupa peuiere 10 Kkpaja. Tpeba
UMaTH y BUIy ciernehe:

e jenHaumHe cy wHBapmjanTHe Ha cmeny L — L' = C1L + Cyly + C3 e ¢y C1 # 0, Cy u O3
MPOU3BOJHHE KOHCTAHTE.

10Hucam ycmeo ma mpesemem. UuHE MU ce 3 y CPIICKOM je3HKy HE MOCTOjH aJeKBATAH TEPMHH KOji OH OBO 3aMEHHO.

Hllpsa jeqnaunsa WIaK jeCTe JIHHEAPHA.

2 Tpusujamno pememe 3ampaso onmcyje MaxwelloBy eleKTpoAMHAMHKY, jep Cy TaMO CBH JAPYTH H3BOJH JIarDAHKHjaHa
jenHaku HymH.
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e jelHAYMHE Cy WHBApHWjaHTHE HA, NCTOBPEMEHEe CMeHe He3aBUCHO MPOMEHbUBUX [; — { = C4yl1 n
I, — I}, = C4I5 (xoucranra Cy # 0 je npousBOJbHA, ajiu UCTa 33 00€ HE3aBUCHO NpOMEH/bUBE!).

Jacno, na 6u narpamkujan 6uo PU3KMIKU MPUXBAT/BUB, MOPA UCIYHABATH [IBA YCIOBA:
e MOpa OWTH JMMEH3WOHO YCATJIAIIEH U
e Mopa ce cBoauTr HAa MaxwelloB sarpamkujan y inMecy crabux mosba.

[IpBu 3aXTeB HAC IPUMOpaBa fa, omto 1 u I uMajy muMensuje KpaapaTa jaanne momba (m~4), ysesemo
koucraury Cy = biz ca quversujom m?, jep ce y npsom o apa maTerpasta I u 12 cabupajy ca jemHAIOM.
. 2 2
Jpyru 3axTeB HAC mMpuMOpaBa ma m3adbepemo jorr u C = —i’—ﬂ, Co=0uCs5 = Z_w qUMe CTHXKEMO 0
Born-InfeldoBor sarpamxkujama:
2 2
b L I3

»CBI(IhIZ):E 1- 1+b—2—b—4

Hpyro pememse cucrema (2.29) ce HUKaKBUM u300pOM KOHCTAHTH HE MOxKe cBectd Ha Maxwellos jarpan-
JKUjaH y JINMECY CJIabHX I0Jba, T€ CE OBOM pDellierhy He MOKe MPHUMNICATH (DU3MUKN CMHUCAO JIarpAaHXKMjaHa,

¥ CTOTa ra Om0aIryjemo.

Bakspydayjemo ga Born-Infeldos sarpanzkujan onucyje jenuny moryhy nenuueapuy reopujy esekrpoauHaMuke]

y K0joj ce me jasiba birefringence edexar!®. OBo je Beoma 3mauajan Teopujcku pesyirar, jep je 6p3uHa
CBETJIOCTH eKCIIepUMEHTAIHO MepJbUBa BEIUUHMHA, 1A MOINTO CBU JOCAJAIHGN eKCIePUMEHTH YKa3yjy Ja

OHa He 3aBHCH O] ODJIMKA ToJIapu3alinje, je/IMHe JiBe Teopuje Koje ce MOry cMarpaTu QyHIaMeHTaTHIM

cy MaxwelloBa u Born-InfeldoBa. Cem Tora, npu Momenupamy CBOjcTaBa CylCTaHIMjATHUX cpefuHa, Born-
InfeldoBa Teopuja Moxke nMarTu BeJMKy HpuMeHy Oarn 3060r ogcycrsa birefringence edexra.

Cunrysiapaa periema

Born-InfeldoBy Teopujy cMmo mocan dpopmysmcany y BaKyyMy, Tj. TaKO Ja HEMa M3BOpa 110/ba. Bymyhn
HEeJIMHeApHa, Teopuja npeasuha HerpuBHjaaHe KoH(DUTYpAIEje eJIeKTPOMArHETHOT [0Jha Y BaKyyMy, 6e3
MIPUCYCTBA CIOJbAIIBUX U3BOPA KOju Ou TakBy KoHpUrypamnujy resepucanu. TakBa periema jeJHAdNHA,
JIMHAMWKE Ce 30BY CHHIYJIADHA PEINerha WA CHHIYJIAPHTETH.

O6uuk jenuauunte (2.9) cyrepure na ce MaxwelloBa Teopuja ca n3BoprMa MoKe CXBATUTH Kao crerpjaia]]
ciayuaj'? Born-Infeldose ykomko ce mpeTmocTaBM a Cy CBH M3BOPH HO/ba Koje cpehemo y Maxwellosoj
TEOpUjU 3alPABO ejleKTpoMarueTHor nopekia (jeauaduna (2.10)). IHowrro cy u3Bopu esekrpoMareTHor
[I0Jba Y KPajib0j JMHUjU eJIeMEHTapHe YecTHile, Hac 3aHuMa ja ju cy y Born-InfeldosBoj Teopuju moryhe
KoHdUrypalyje mojba y BaKyyMy TakBe Ja ~jaude’ Ha M0Jba T€HEPHCAHA eJIEMEHTapPHUM YeCTUIaMa y
MaxwelloBoj Teopuju.

KomkpernocTu paju, pa3sMOTpUMO €JIEKTPOH, HAEJIEKTPUCama () = —e, KOju MuUpYyje y BaKyymy. ¥
MaxwelloBoj Teopuju, OH OKO cebe reHepHIie eTeKTPOCTATHIKO MOJhe KOje OIaga ca KBAIPaTOM yaabeHOCTH]]
ox, enexkrpona (Coulombos 3akoH), JIOK je MAIHETHO 1I0JbE JEHAKO HYJIU:

e —

E(7 t) = —en B =0. (2.31)

(es1eKTPOH CMO OCTABUIIU y TadKy 7 = 0, Tj. y KOODJUHATHU IOYETAK). BUIMMO /12 je mojbe y MOTIyHOCTH
€JIEKTPUYHOT THUIA, C(DEPHOCUMETPUIHO, U /I3 HE 3aBUCH OJI BPEMEHA.

Hac, makie, 3annMa 1a U OBe OCOOMHE MOXKEMO 13 ~UMHUTAPAMO’ HEKHM CHHTYJIAPHUM PEIIeheM
jemnaunHa (2.13), (2.14) u (2.15). Jpyrum peanma, 3aanMa Hac Ja n Born-Infeldoge jenmaqanne mpenpuljajyl]
CHHTYJIADUTET Ca OBUM OCOOMHAMA.

13Hapasno, edekar ce e jasba uu y Maxwellosoj Teopuju (Maxwellos siarpan»ujan TPHBHjaIHO 33/10BO/baBA jeIHAYMHE
2.29), anu OHa je JIMHeApHA C jeJHe, © CACBUM [IO3HATA U U3YUEHA C JAPYre CTPAHE.

140ppe Tpeba marmacuT: g3 cMO y omesbKy 2.1 moxasasum ga ce Born-Infeldos smarpamxujar y mmmecy b — oo cBogum Ha
MaxwelloB marpanxxkujan 6e3u3zBopHe enekTponuHamuke. O MaxwelloBoj Teopuju Koja caJp:Ku U3BOpe HUje ODUIO pedud Ha TY
TEMY.



I''TABA 2. BORN-INFELDOBA EJIEKTPO/IMHAMHKA 15

N3abepnmo KOOPAMHATHN CHCTEM Yy KOMe je g, = 1),,. HameTamem ycaopa:

0

B=0 —
’ ot

:O,

caeqn G = 0, ma ce jeqnadnHe nuHamuke mosba (2.13) u (2.14) cBome Ha:

divD =0, rot £ = 0, (2.32)
JIOK ce Be3a m3Mehy EwuD CBOIN HA:
- E . D
D:717 Ezil. (2.33)
72 52
1— b_QE 14 b_QD

Pememe Tpazkumo y chepHOCUMETPHIHOM ODJIUKY ﬁ(F’) = D(r)e,. 3amenom y upBy oj jeanauuna (2.32)
nobmjamo:

d o

— (r*D(r)) =0,

2 (s2D(r)
OJIAKJIE CJIEJIN:

D(r) = 4 D(F) = %er. (2.34)

)
7”2

Omze je A KOHCTaHTa WHTErpanyje, 9uju hemMmo GpU3MIKU CMHUCAO Cama yTBPAWTH, a 34TUM W3 TPAHUIHUX
ycoBa (2.31) uspauynaru (Tj. 3a1aT) U beny BpeaHoct. Ho npe Tora u3padyHajMo BEKTOD €JIEKTPUIHOT
nospa. 113 (2.33) caemu:

E(f):ﬁ L -4 -4 . (2.35)

702\/ s \/7"4+A_2T Vitrg

upu uemy je ro = %

Ja bucmo manu GU3WYKY WHTEPIIPETANNjy KOHCTaHTH A, CermMo ce MOHOBO Ja cMoO y aeay 2.1
YTBPIOWIA [ jeJHAYMHE JUHAMUKE MOXKEMO 3amucaru y obsuky (2.9), npu demy je j# KBaIpUBEKTOD
TYCTHHE CTpYje eJeKTPOMArHeTHOr MOPEeKJa. ¥ eJIeKTPOCTATUIKOM CJIydajy KOjU OBJZie pa3MaTpaMo W3
(2.10) ce jacHo Buau na je 5 = 0, J0K p MOXKEMO HajJIaKIlle U3PAIYHATH U3 jeJHAUNHE

divE = 47p,
Koja caenu u3 (2.9). Haxie:
114d, A d
M) = ———r*E(r) = — . 2.36
A7) drr2dr (r) 4mr? dr fr— ( )

VKymHO eheKTUBHO HACIEKTPUCAHE KOje Ce jaBiba je:

27 2

A

/ p(r) = / dr/ d@/ de sm94 r2 dr = Nl
27 r= oo 2
A
= — sin @ d@/ d / dr —A4r
/ 4 r —|—r4 T n \/r —|—7"4

= A lim A = A lim

1
r—00 W \/7 r—00 7,.3 -

= A

Q
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OpnaBae ce Buau Ja KOHCTAHTA WHTErpamuje A mma Gu3nydku CMUCA0 HACTEKTPUCAIHA.

[Tormro cMO TO yTBpAWIN W M3pAYyHAIN ODJIUK TPAXKEHOr CHEPHOCHMETPUIHOT eJIEKTPOCTATHIKOL
10Jba, HAMETHUMO Ha Bera rpanuune ycsose (2.31). Kaza nocmarpamo mosbe 1ajeko o CUHIYJIapUuTera
(koju ce HaJIaA3U Y KOODAMHATHOM IIOYETKY), Tj. JIUMEC I' — OO, KOHCTAHTa T( LOCTaje 3aHeMap/bUBa Yy
nopebherby ca r, ma eJeKTPUIHO MOJbe MOMPUMa O0JINK:

E() = ﬁer (r — o0).

OuekyjemMo 1a ce Ha BEIUKUM PACTOjAUMA O] CHHTYJIAPUTETA PE3YJITAT He PA3JINKYje O OHOT KOjU Jaje
Maxwellosa Teopuja, (2.31). Yuopehusamwem nobujamo pesysrar:

- (& =3 e
D)= ——e,, E(f)=-———e,, 2.37
(M) =-% == (2.37)

. € .
IIpU YeMy je 7o = \/; [IPUPOJHA JeIMHULIA JIy2KUHE 33 CUHIYJIapPUTET.

IIpokomenrapummmo oBaj pesyiarar. Pemasamwem Born-InfeldoBux jesnauunna y Bakyymy, 106miin cMo
jenny moryhy koudwurypanujy enekrpoMarHerHOr 0Jba (CHHIYJIAPUTET), KOja Ha PACTOjarmUMa MHOIO
BehnuM 01 KapaKTEPUCTUIHOT 1y m3rIefa ucto kao MaxwelloBcko esleKTpoMarHeTHO MOJbe T€HEPHCAHO
jemauM ejeKTpoHOM. Yak je W YKYIHO HAeJIeKTpucame (eJeKTpoMarHeTHor mopeksal) jemHako —e,
Tj. PA3NIMYIUTO O, Hyse, Mako paaumo y Bakyymy! Hawmelie ce mmeja ma oBaj cHHryIapuTeT MOXKEMO
noucroBeruTu ca ejxekrponom. Ho, ako To ypaanmo, yogaBamo u Heke HOBe e(eKTe.

IIpBu ederar ce cacroju y ciaemehem. Kako ce mpubiam:kaBaMo pacTojamUMa YIOPEIUBUM Ca T'(
€JIEKTPUYHO T0Jbe MOYNEhe CBe BHUIIe Ja ce pasnukyje oa Coulombosor. Kako ry 3aBucu o7 b, HyMepuuKy
BPEIHOCT OBOT' PACTOjarha MOYKEMO 3HATH TEK KaJ mporeHuMo b, mro fiemo yunautu masio kacuuje. Cama
caMo pernuMo yHamnpes, 1a hie To pacrojame Outu BeoMa MaJio.

Jlpyru edpekat ce cacToju y 9MI-EHUIN 1 Teopuja mpeasuha oapeheny pacmomery rycrute HaemreKTpucambal]
esileKTpoHa, 110 jeanaunnu (2.36). OBo je rakolje 3aHUMIbUB PE3YJITAT, jEP HACJIEKTPUCAE €JIEKTPOHA HUjE
KOHIIEHTPHUCAHO y jeJHOj TaUKM Kao IITO ce mpermocTaBba y MaxwelloBoj Teopuju, Beh je KOHTHHYyHpaHO
”pa3zmaszano” o IeJI0M MPOCTOPY, HAJUK CJIYYajy BE3aHOT €JIEKTPOHA y aTOMY KOju cpelieM0 y KBaHTHO]
mexanni. OBa pacrozesna HaeJeKTprcamha Ha HEKH HAUUH (DUKCUpaA YHYTpaIImby CTPYKTYDY €JeKTPOHA,
6ap KaJ cy y MUTamy HEroBe eJeKTPOMarHeTHe OCOOUHE.

Caza Kaja cMO TO CBe Pa3MOTPHUIIH, CIIPEMHH CMO /I3 U3PAYyHAMO VKYIIHY €JIeKTPOMATHETHY €HEPIHjy
OBaKBOI' eJIeKTPOHA, U 3 AUCKYTYjeMO beHYy KOHBEPIEeHIH]jy, IIITO je U OWIa HHUANWjATHA MOTHUBAIIN]A 33
yBoheme Born-Infeldose enekTponnnamuke.

ITomrro je 3a pasmarpann cunrynapurer G =0 u /—g = 1, u3 (2.20) u (2.4) umamo:

1 FHeF, b2
T, = o= -, (1-VIT F). 2.38
VIt F ir N (2.38)
Ha ocuoBy npse jennauune u3 (2.3) u B =0, 3a rycruny enepruje mosba (xamunronujan) nobujamot’:
1 FYF 1 E? B2 b 1-b2E?
SRS N T P v I M NN ETs )
471' 1—-b6— 2E2 4 vV1—b"2E2 47 47 /1 — h—2F2

» ;_
47 V1—b-2E2

15YounTn aHagorujy ca KHHETHYKOM EHEpPrHjoM CJIOGOJHE PeATHBHCTHYKE UeCTHIE:

1
T = mc? (7 —-1).
V1—c 252
Takobe, normnyna anajoruja Bpeau u y ciaydajy MaxwelloBe ejslekTpocTraTvke u HEPEJIATUBUCTUYKE MEXaHUKE:

11 - 1
H=-—E> HaCIpam T= 5mv2
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Bamenom (2.37) cienn

_b_2 1 B _E Vg +rt B _E\/ré‘—i—r“—r?
M= () IS AL RS A [ A (2.39)
47 2 4 . e2 4 r
1—-0b— 277“ T A TO +r 2

113, C€ MHTErPAIMjOM IO IIEJIOM IIPOCTOPY MOXKEe JOOUTH YKYITHA eJIeKTPOCTATHIKA €HEPTHja, CHHTYIAPUTETA:

27 / 4 2
Hd3_'—/ dr/ d9/ do r? smH TO—’—T "
]Rfi

27 b2 e8] rd r2 r
- 4 - 3 o _
/ bln@d@/ d(p/ dr < o+ ) 47T47T’I“0/0 1+ A d (7“0)

2

- ph / (\/1+x4—x)dx:6— (\/1+£K4—$2)d$

To 0 To 0

E

Kana ce u3Bpmmm mpeocTasa maTerpanujal®, Tpaxkena ykymHa eHepruja cHEryIapuTeTa je:

2 2 2
ro 31 (2) e3r(3)° ‘

Konaumo, kaga ce eKCITUIUTHO 3aMEHH € = \/;—

=, Jobuje ce MpubIMAKHO:

E ~0.031Vb.

Jakje, BUIIMO 113, je yKyITHa eJTEKTPOMArHeTHA €HePrija CHHTY/TapUTeTa KOHAYHA, U Ja je mpornopruonaaHall
kopeny u3 b. OBo je y Bpeme kajia cy Born u Infeld pa3ssujasiu oBy Teopujy 61O TyiaBHE U OCHOBHU PE3yJITaT,
HECYMIBbUBO CymnepuopaH y oxuocy Ha MaxwelloBy Teopmujy.

Jlape pa3Bujaibe uaeje eJIeKTPOHA KAO CHHTYIAPUTETa HAC BOIH /10 TUCKYyCHje ierose mace. Hanwve, u3
TeOpUje PEJATUBHOCTH 3HAMO JIa je YKYIHa eHepruja Hekor oojexkra (y pedepeHTHOM CucTeMy MUPOBabA)
jenHaxa merosoj macu. ITomTo eeKTpoH NMa HEHYITY U KOHAYHY €JIeKTPOMArHeTHY €eHeprijy MIPOBaba,
MO2KEMO ITHCATH:

me = B+ m*,
rae je E majonpe uspadyHara €JeKTPOMAarHeTHa eHepruja, a m”* Maca HeeJleKTPOMArHETHOI IIOPEKJIa,
KOja MOXKe u He Mopa nocrojaru. OmaBae ce Kao JUPEKTHA MOCJIEINI, 100uja;

1
E<m.=91-10"3" kg =26-10"2—,
m

1a, permapameM 10 b mobmjamo:
291 (3
b<e(S5) # —71. 1027 — 410" T (2.41)
e T

IITO je 3a 3eMaJjbCKe YCJIOBE BEOMa BEeJIMKAa BPEMHOCT jauuue mnosba. lmamo, nakiie, TOpmy IpaHUIly 3a
BPEIHOCT KOHCTAHTeE b, T1a aKO JaJbe MPETIOCTABUMO JIa eJIEKTPOH HEMA HUKAKBY Macy HeejaeKTpoMardeTHOr|]

16 mrerpas ce pemasa cveroM v/ 1 + 24 —x2 = \/t, unme ce coau ma map EuleroBux B dynkruja. Kopucrehn unenturere

Lia)I(b) I'(a)l(1—a) =

B 7b = T ’
(a,6) I'(a+0) sin arm

I'(a+1)=al(a),

nobuja ce rOPHE PE3YJITAT.
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nopeksia (m* = 0), y ropmoj HejeHadnnu fie BaKuTu 3HaK JeJHAKOCTH, YuMe CMO (DUKCUPAJIA KOHCTAHTY
b.

Pasmorpumo caga nBe Baxkue mocseauine. IIpBo, BUAUMO Jla b ©Ma BEOMa BEJIUKY BPEIHOCT, IITO y
MOTIIYHOCTH ONPABIABA YUILEHUILY J1a JOCAJ, HUjEe eKCIEPUMEHTATHO 3AlTaXKEHO HUKAKBO OJCTYIAE O]
nmMeca crabux mosba, Tj. MaxwelloBe enekrpoannamuke. Kao um y Teopuju permaruBHOCTH, CBU edEeKTH
KOJU MOTHUYY O] HEJIMHEAPHOCTH Cy BEOMA, TAJIEKO O] CBAKOIHEBHUX MCKYCTaBa. JIpyro, mpupoaHa a1y KuHa

33 CUHTYJApUTET UMa BPEIHOCT:
(&
ro = \/; =3.5-107" m,

ITO je 3aMCTa BeOMa MaJjio, W 33/Upe JAJeKO y JOMET KBAaHTHE TeOpHje, Tj. M3JIa3U U3 OKBUPA BaXKermha
KJIACUYIHE TeopHuje KOjy pa3MaTpamo.

Hapasmo, mporena koucraunre b momohy 3axrteBa m* = 0 yommrre He mMopa Ja Baxku. Moxke ce gak
pehu 1a ce HeesleKTpOMAarHeTHa Maca He MOKE yoIInTe n3danuTy U3 Teopurje ako OHA IIpeTeH/yje na oyae
dbyunamenranna (6ap Ha kiaacudHoM HuBoy). Haume, ucnocrasiba ce Jja ce HEEJIEKTPOMArHETHA Maca HE
MO2Ke eJIMMUHUCATH M3 TEOPHje 3aTO IITO 1mocToje haMuiinje ejeMeHTapuux decrura. KoHKpeTHo, 1 1 T
UMajy TOTIYHO UIECHTUYIHE eJIeKTPOMArHeTHE OCOOUHE Kao €JIEKTPOH, ajiu MHOrO (6ap JBa pesa BeJuduHe)
Behy macy. OBo nMa 3a mocyieiuily HeCyMIbHBO [TOCTOjalbe HeeJIeKTPOMarHeTHe Mace, jep CBe TPH YeCTHUIle
MMajy HCTYy YKyIHY ejleKTpoMarserHy eHeprujy. Cajia, HOIITO f U T UMAjy OCHUM €JeKTPOMArHETHE U
HEEeJIeKTPOMArHETHY MACy, & [IPUOPHU HEMa Pa3Jjora Ja je eJeKTPOH HeMa, T€ Ce MOXKe CACBUM IIPUPOHO
upernocraButu Ja je m* # 0. Ja 6ucMo npoueHusin KoJamka je Ta mMaca (M Ha OCHOBY TOra U3PadyHasu
HOBY, Makby BPEIHOCT 3a b), Tpeba HaM MOHOBO CTPYKTYPHA TeopHja Koja fie Toj Macu 1atu HEKO MOPEKJIO.
Tuwme ce Bpahamo Ha TIPOOGIIEM CTPYKTYPE €JIEKTPOHA, KOJU CMO I[JIOM OBOM TEOPHjOM YIIPABO MOKYITABAIH
J1a 3a00ubhemo.

ITocroje Hauunu ga ce Teopuja MoauUKYyje TAKO Ja HHKOPIOPUpa 1 (haMUINje eJIEMEHTAPHUX TeCTHUIA
6e3 yBojjerba HeesleKTpOMarHeTHe Mace, aJiu 10 LeHy (Ha npumep) yBolema BUIle PAa3/IMYuTUX KOHCTAHTU
b, o jenue 3a cBaky damuinjy. Ho, Tnme ce Teopuja 3HavajHO KOMIUIMKYj€ U [TOCTAje CyBHUIIlEe BENITAYKA.

Tume cmo 3aBprmmiu mpersiesn ocHoBHUX ocobuua Born-Infeldose enexrpomunamuke. Hamomenumo ma
Kpajy Ja je y Teopuju cynepcrpyHa, rae ce Born-Infeldos narpamskujan mpuposHo mnojasibyje, KOHCTAHTa,
b ucTo Tako mpupoaHO (PUKCHpPAHA HEKUM APYTHM BeIUIHHAMA Koje y Toj teopuju dgurypumry. Ho, y
OKBHPY Te€ Teopuje jaduHa mosba I, mMa BHIIE CTENeHH CI0007e Hero MpoCTO €IeKTPOMAIHETHO IMOJbe,
Te My Ce He MOXK€ Ha OYHUI/IeJaH HAYUH [PUIUCATH (DU3UYKU CMUCA0. 3000 TOra ce 3acaji cCaMo M3ydaBa
MaTeMATUYKa CTPYKTypa TEOpHje, Koja TeK Tpebda Ja mo0uje mHTeprmpeTanujy. ¥ TOM CMECIY je BEOMa
3aHUMJbUBA M BaykHa ocobmHa Born-InfeldoBe Teopmje mena myasnna cumerpuja, Kojy hemo usyuutn y
HapEeJHOj IJIABH.
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CUMETPUJA AYAJIHOCTU

Y Teopuju CynepcTpyHa IMOCTOjU MHOTO CHMETPHja, U HEKe O] ’hUX HOCce nMe JyajaHe cumerprje. To je
OIIIIITE WME 3a pa3He BPCTE CHMETPHja Koje ce jaB/bajy y pasuum ~memoBuma’ teopuje. Hac y oBom pamy
3aHUMA T3B. €JEKTPOMAarHETHA JIyaJjlHa CUMeTpPHja, Tj. JyaslHa CUMEeTPHUja eJIeKTPOMArHeTHUX I10jaBa.

Jenan mpakTudaH passor 300r Kora Cy JiyajHe CHMeTpHje 3aHUMJbUBe, je MoryhHOCT f1a ce HenepTypbaTnBHAl]
npobsiem (Koju HE yMeMO Jia permmo) HekoM TpancdopManujom ”npecein” y neprypOATUBHE CEKTOD,
pernu, 1ma, ce peleme 3aTUM UHBEp3HOM TpaHcdopManujom ”Bparu” y HenepTypOaTUBHUA CEKTOP. AKO je
IpuMebeHa TpaHcGOpMaIinja CAMETPHja Teoprje, T0OMjeHo pelreme he OuTu perrerne Moma3Hor HeneprypoaTusHOT]
pobema.

Cewm rora, cBaka (11a U JlyaJiHa) CUMETPHja UMa, TEOPUjCKH 3Ha4a] (Ha npumMep 360 3aKOHA OAPIKAMHA).

3.1 edunumnuja Tpancdopmanuje

JyanHa cUMeTpHja ce BUIM 4aK U Ha HuBoy OesuzsopHe! MaxwelloBe esleKTpojuHaMuKe, 10 HMEHOM
”Hodge porammja’”. Mebhyrum, kao mro hemo Bueru, npenackom ca Maxwellose ma (6110 Kojy) nesmmeapnyl]
TEOpHjy, OBa CHUMETPHja Ce eKCIIUIIUTHO Hapymasa, Tj. Hodge poramuje Builie He 4yBajy jeIHAUMHE
JWHAMUKE. 3aTO ce OBe TpaHchOpMaluje yOmiTaBajy Ha TaKAB HAYWH 3 9yBajy jeJHAYNHE TUHAMUKE
HEJIMHEAPHUX TEOpHja, IuMe ce J0Ia3u 0 MOjMa AyaJIHHX TpaHchopMalija, Koje caapxke Hodge porarmje
KaO CIIeUjasIaH Cay4daj. ¥ OBOM OJieJbKy NeMO OBO /1eTajbHO PA3MOTPHUTH.

JokazkuMo Hajupe Lap KOPUCHUX WUJEHTUTETa Be3aHUX 33 oleparop Jyasxocru, . Heka je A,
IPOM3BO/BLAH TEH30p ApPyror peaa. Tama je omeparop myaiHocTu medpHHECAH® jeTHAMHHOM:

1 log
*Apy = SEups A

Nwmajyhu y Buny unenrurere (4), caemu:

HIIta ce gemapa ca MaxwelloBoM TeopmjoM Koja caap:Ku H3BOpe pa3MOTpHiieMO Yy OmesbKy 3.3.

20Baj TepMHUH je peJAaTHBHO HOB ¥ HHEje Ce jOII YCTajHo y JHTeparypd. Kakemo fa je y mmrTamy poTamuja 3aTO IITO
TpancdopManja UMa CPYHHY CTPYKTYpy poranuje y pasau, SO(2), a Hodge 3aro mro y TpanchOpManuju IpUPOIHO
durypume Hodge star onmeparop, *.

30OmepaTop ayasHOCTH Ce MOXKe JedHHHCATH TaKo Ja Jelyje U Ha TeH30pe HYJITOT, IpBOT, Tpelier  4eTBPTOr peaa, aJIi
HaMa TO oBje Hehe Gutu nmoTpesGHO.

19
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1
**Aaﬁ = —&‘aglw&‘u”paApg

1 1 ouv
= _5 <_§€p ! 5(16/11/) Apa

1 o
= _56[) a,@ApO'

1 o o
—5 (070875 = 073070) Ay

1
= —5 (Ao — Asa).

Yxomuxo je Temsop A, amrucumerpudad, A,, = —A,,, umamo * xA,, = —A,,, ogakie (momrro je A,
TPOM3BOJbAH) CACAN WIACHTHTET:
*x=—1. (3.1)

3ana3uTu 1a yKOJIMKO TEH30p HA KOJU * x Jejlyje HHuje aHTUCUMETPUIaH, UMaMO * x 7%~ —1!
3arum, Heka cy A, u B, npoussosbuu Tensopu. mamo:

1 1
x4y B = SEppa AP B = A7 S0, B = A %Byo = Ay 5B

Bugumo ma cMemMo mpou3BOJFHO MIPEMEIITATH * €A JeTHOT TEH30pa Ha JIPYTU y OKBUPY KOHTpakiwmje. [lox
TPETNOCTAaBKOM Ja je By, = —B,,, nobujamo crenehn uaeHTHTET:

*A/Ll/ *BHFY = A,uu * xBH*Y S —A/LVBN”- (32)
Cana nedunuimmmo [5] Hodge rpancdopmanujy wa cieneliv nadun:
F., — Flw'g’cosaF,w +sina xF),,, a € [0,2m). (3.3)

Y KOODIMHATHOM CHCTEMY y KOME je Gy = 1)y MOXKEMO yBECTH TPOBEKTOPCKY HOTAIHjy, 11a OBe jeTHanHe
(na ocuoBy (5), (2) u (3)) nobujajy obuK:

<

= cosa k. + sina B,
" = —sinaE + cosaB.

seTllesTh
evIllesTh

—
—

OBaj 00JIMK jeHAYMHA, ONTPAB/IABA HA3WB ~poTanuja”’, a mapaMerap « MpeacTaBsba yrao poramuje. Ilomrro
je jenmaumna (3.3) koBapujantHa, Hodge poramuje komyTupajy ca ommrum TparcdopmanujamMa koopauHaTa.|]
Hoxkaxkumo na rpancdopmanuje (3.3) uune rpymy. Hajupe nokazxumo 3arBopeHocT:

F, — FY, cos 3 F},, +sin B[},
= cosf(cosaF,, +sinaxF,,)+sinf(cosaxF,, +sina*x*xF,,)
(cosar cos B — sina sin ) F,, + (sina cos 3 + cos a sin f) *F),,,

cos(a + B)F, + sin(a + ) *F,,.

Hakme, kommnosunuja ase Hodge poranuje je Hodge porammja. 3arum, KOMIO3UIMja je y OMIITEM CJIydajy
acoIMjaTUBHA, HEYTPAJIHN €JIeMeHT ce mobuja 3a o = 0, MHBEP3HU 34 (v je —, a U3 3aKOHA KOMIIOHOBAFHA
BUIUMO 73 je rpyTa u KomyraruBHa. CBe 0BO Cy OYEKMBAHY 3aK/bYUIlH, jep Ce 3ampaBo paau O pernpe3erTtany]vll
Abelose rpyne SO(2).

Cunenehie miro Tpeba mpoBepuTH je nHBapujanTHOCT Ge3u3Bopaux MaxwelloBux jeqHadnia [UHAMUKE HA
oBe Tpancdopmaruje. Hajope, HamomennMo 1a cy 3a JI0Ka3 WHBAPUjaHTHOCTH HeonxomHu u Bianchijesu

40Bo HEje WAEHTHTET y HPABOM CMECIY T€ PEdH, jep BAXKH CAMO 33 aHTHCHMeTpmdHe Tem3ope. Ho, y oBom pany he ce
jaB/paTH CaMO TAKBH CJydajeBu, IIa je 3aT0 KOpucHO ucrahm jegmadammy (3.1).
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UIEHTUTETH, jep 6e3 IbUX CUCTeM jeHavYNHa Huje moTmyH. mamo:

Mv—ygr,,) =0 83 0*\/—g (cosa Fy, +sina*Fy,) =0
oM(—g xF,,) = 0 o*y/—g(cosa xF,, +sinax*xF,,) = 0
(3.4)
— cosad"(y/=g Fl) +sinad"(y/—g *F) = 0
—sina 0" (/=g Fuy) +cosad?(y/—g xF,,) = 0°

OBre je mpermocTaB/heHO Ja « HUje (yHKIHja TH, Tj. A ce paau O riaobasHoj TpaHCHOPMAIWjH.
JeTepMuHaHTa TOPHET XOMOTEHOT CUCTEMA jeJHAUNHA je:

Va € 10,21) A =cos?a+sina =140,
I1a MOCTOjU CAMO TPUBUJAJIHO PEIIeHHe:

o*(vV—gF,,) =0, O*(V—g *F,,) =0,

quMe CMO JOKA3aJId WHBAPUjAHTHOCT jeJHAYNHA IUHAMUKE y OJHOCY HA OBE TpaHCGOpMAIHje.

Pasmorpumo caga omimty ciry4aj jarpamkujana L, Koju reaepuiie HejauHeapuy reopujy. Ilox mpernocraskomil
J1a IarpaHzKMjaH He 3aBucu of nosba A, Beh camo o1 u3Bona 0, A, 1 TO y aHTUCUMETPUYIHIM KOMOUHAIIH] aMa5,I
jesHAYMHE IMHAMUKE [0/ba UMajy ommTu 0biauk kao (2.5):

oL
e =0,
"0(0,4.)
OJIHOCHO, aKO yBeJIeMO TEH30P HHIVKI[Hje Kao:
ar oL
g D02 (3.5)

V=9 0(0,4)

(ymopenu ca jenHaumnama (2.6) u (2.11)), umamo (ynopean (2.12)):

0"(V=g Hy,) = 0. (3.6)

Ose jennauymne nuHaMuke uMajy opmasno ucru obauk Kao MaxwelloBe, a HesmHeapHOCT Teopuje je
CaKpUBEHA y KOHCTUTYTHBHUM jeaHaduHama (3.5).

Jacuo, jennum norsenom Ha (3.4) BUAMMO Ja JOKA3 WHBAPUJAHTHOCTU jeJJHAYMHA JAUHAMUKE BHIIE HE
Baxku, 1a 3ak/bydyjemo aa Hodge poranuje uucy cumerpuja venuneapuux reopuja. Cem rora, u3 (3.4) ce
BUIU Kako Tpeba moaudukoBaru Hodge Tpancdopmaliujy Tako 1a 00yXBaTu v HEJIMHEAPAH CJIy4aj. 3aTo
neduHUIIEMO HOBE TpaHchopMaIimje:

F. — I, = cosa F,, + sinaxH,

Ve i , a € 10,2m). (3.7)
H, — HW = cosaH,, + sinaxF,

Oge Tpancdopmanuje ce 30By JgyasiHe TpaHchopManmje.
Kao u nporwin myr, y KOOPIUHATHOM CUCTEMY Y KOME j€ §u, = 7y, MO2KEMO yBECTH TPOBEKTOPCKY
HOTAIIK]y, [1a OBE jeHAYNHE Caa M00mjajy 0OJnK:

E — B = cosa B 4+ sinaH B — B = cosaB — sinaD
2 2 ) 2 . - - ) 2 S
H — H = —sinaF 4+ cosaH D — D = sinaB 4+ cosaD

[TormyHo aHalorHEM MOCTYIIKOM Kao Kom Hodge porarmja mokasyje ce mga ayasiHe TpaHchOopMaldje IuHe
IPyIly, KA0 U Ja OCTaBJ/bajy UHBAPUjAHTHUM jenHadune nunamuke (3.6) y kombunanuju ca BianchijeBum

5 JIpyrum pedmma, IPETIOCTaB/LAMO JIA JIAIDAHKUjaH 3aBUCH CaMO Ojl TEH30pa jaduHe mosba Fy. .
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unentureruma. Cem Tora, BUAMMO [1a ce gayasHe TpaHcdopmaruje cBoge Ha Hodge tpancdopmanuje y
cayaajy H,, = F,,, 1j. y ciydajy muueapue (oxHocHo Maxwellose) Teopuje.

Ho, ono 1m1T0 je HoBO KOz, AyasHuX TpaHC(hOPMAaInja je 1a He IPeICTaB/bajy CUMeTpH]jy cBux HemmHeapHuX]]
teopuja. Hanme, ma 6u qyasnne Tpamcdopmanuje Oume CMMeTpHja TEOpHje, MOPajy OCTaB/haTh HHBAPUjaHTHOM]]
nedbuHUIUjy TeH30pa MHAYKIUje, Tj. KOHCTUTYTuBHY jeanaduny (3.5). OBaj 3axres namehie orpanuvere
Ha, 00JIMK JIArpAHKIjaHa, TEOPHje.

Jla 6ucMo MpoBepU/IN A JIU HEKa HeJIMHEAPHA TEOPUja, MMa, IyaJIHy CHMETPHU]jY, MTOTPEOHO je U TOBOJHHO
Jla yTBpAMMO 12 jequaduna (3.5) He Mema 00JMK Kaja ce npuMmenu Tpancdopmaiuja (3.7), mwro ce Moxe
YBEeK YUYMHHUTH KaJa HaM je 3aJaT Jarpamxujan teopuje. Ho, camy jeqHAaINHY MOXKEMO y M3BECHOj MEPHU
MIOjeTHOCTABUTH W THMe HalW MaTeMATHIKU MOTOIHUJU KPUTEPHUjyM WHBAPUjAHTHOCTH.

To ce uunm nHa ciaenehm wmaumn. Hajnpe, kako ayasme rtpancdopmalinje ¥Majy TPYIHY CTPYKTYDPY
poranuja y pasuu, SO(2), umMaMo moCja ca jegHomapaMerapckom LiejeBoM rpymnom, ma je JI0BOJBHO
WCIUTATH MHBAPUJAHTHOCT HA TpaHcdOpMalIrje Koje Cy HH(MpUHATE3NMAIHO yIaJbeHe O/ Hey TpaTHOT esteMeHTa, li
a = 0. Jakne, mabunuresuMaiie Tpancdopmanyje y mumecy® o — 0 gobujajy obmuk:

F:uu - F/iu = F:uu + « *HII,V
H, — H,IW = H, + axfy,
ofaKIe 100MjaMo u3pase 3a BapHjaImje:

0F, =axH,, 0Hu, = axEy,.

Hasbe, BapupameM jegaaunne (3.5) umamo:

B T SN
— axF" = —2%%04*&16
= e = (_2;%>2 8F88£Faﬁ o
o emne = (o) o (e, )

[locnenma jemHavnHa JO3BOHABA UHTETPAIIH]Y:

) a2 oL oc
LV po = - -2——
/ S o O = 5 < 2\/—g> / 0 (Eaﬁ " OFug 3Fpa>'

Pazmorpumo Hajipe uHTErpas Ha JeBoj crpaxu. 30or anrucumerpuanoctu cumbosia Levi-Civita, urjgekcu
p W O Cy CUTYPHO PA3JIUYUTH Of (L U V, 114, UMAMO:

1
/EuupanaaFMV _ EMVPUFPU /8F/W = §EMVPUFPUF/W =F *x BV

(dbakrop 1/2 y tpehem kopaky ce ybaryje 360r mymior npebpojaBarma y KOHTpakiujama, jep je Levi-Civita
TEH30p CUMETPUYAH y OJHOCY Ha 3aMEHy [apoBa MHIEKCA, eHVPT = gPTHV),

60Be xopucTHMO HO3HATE ampoKcEMATHBHE hopMyIe:
sina ~ a, cosa ~1, (¢ —0)

Koje ce mobujajy passojem dyHkuuja y Tayloros pe.
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Ha necHoj crpann moj mHTETpajioM ce HaJa3W CKajap, Ia MMaMo:

1( , dn 2/3 oL oL\ _ 1, dn N\ oL oL
2 \ g OB O s OF,e ) 2\ “=g ) """ 0F.; 0F,,
= %gaﬁpo’HaﬂHpa +C

WsjenmnagaBameM Cliemu:
E *F* = H,5xH*® 4 C.

Kouncranry unrerpamuje C' nanazumo u3 yciaoBa ga MaxwelloB narpankujan 3a/10BoJbaBa OBy jeHAYUHY,

ma TOMTO je y ToM ciaydajy H,, = F),,, mmamo C' = 0.
Jaxie, morpeban 1 10BOJbAH YCJIOB Ja TEOPHja MMA JyaJHy CHMETPH]y je:

F,, xF" = H,, xH"". (3.8)
Y TPOBEKTOPCKO]j HOTAIH U (Y KOOPIMHATHOM CHCTEMY TIE j€ Gy = 7)uy) OBA jeJHAUNHA HMa OOJIUK:
E.-B=D-H.

Cana (Buau jennauuny (2.16) u dycuory 5 na crpanu 8) Bugumo na Born-Infeldosa esexrponunavuka
rnocejryje JyajaHy CUMETPH]jy.

3.2 Omnre penieme 3a CaMO/IyaJIHUA JIarpaH>KNjaH

ITomro cmo yrepmuiu na Born-InfeldoBa reopuja mma myasHy cuMerpujy U IHOIITO CMO OIPEIU/IA
epeKTUBAH KPUTEPHjYM HHBAPHUjAHTHOCTH JaTe TEOPHje Ha AyasTHe TpaHchopMalimje, mocTas/ba ce mpupo HOj]
nurame 13 u je Born-InfeldoBa reopuja jequna HemmreapHa Teopuja Koja je cuMmerpudna, Ha, 0Be Tpandopmaruje.i
Oxroeop Ha 0BO mHTame je ofpedaH [5, 6], u To iemo mokazaTu y 0BOM OZIEJBKY.

Nmajyhu va ymy kpurepujym jayasise cumerpudsocru (3.8), HAjupupoaHuja uaeja je Ja ce peliaBambeM
OBe jeHavYnHEe M3PAdyHAajy CBU JIAUPAHXKU]AHU KOJU je 33/0BOJbaBAjy. Y TOM LUJbY 3AMUIIAMO je Hajupe
y OOJIUKY:

(3.9)

A )2 oL oL
V=9 ) OF, 0F,,
[Tpumernmo npe cBera jia je ca jiese crpade uuBapujanta, —4Iy (Buau apyry jennauuny y (2.2)). 3arum,
CETHMO Ce JIa Ce HA OCHOBY TeOpeMe U3 JojarTka A Hemo3HaTw JjarpaHxujan L MOXKEe 3alucaTé Kao
dbyukuuja nse uusapujanre us (2.2), L = L(I1, I5). Umajyhu oso Ha ymy, napruujaite u3Bojie Ha JIECHO]
crpanu (3.9) pauynamo na ciaenehin nayun:

oL o, oL = 0, oL

OF,, ~ OF., 0I,  0F,, 0l

1
ELV * 1 = §€ltupa <_2

Buajyhu na je:

o6 2P 1
— M — M
OF,., ©9F,, 2%
n yBozehn kpahy Horarujy:
oL oL
o fadad Lo 22
1 3[1 ) 2 812 ’
J00mMjamo:
oL

1
_ F,uu - F,uu .
8F/w £1 5 * CQ
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3ameHoM cBera osora y (3.9) caemu:

1 4
—Al, = Ztuupe (—2
27" NE]
4 \?[1 o 1 B
- (_Zﬁ) 5 Emwpo F1ET L3+ g Srpo ¥ FM K F? L3

1 1
—— (—EIWWF"” *FP7 + 5 Euvpo *F’“’F””) Llﬁg]

2
V' (e harecs) (o, - s

4m T v 1 v 1 v v
= (—2ﬁ) -F‘l *FIWL',% + Z * I **F:uu,c% — 5 (F/ **Eu/ + *F* *E“,) £1£2
4

2 -
1

= (— —) F:uu * F'HY (L% - ZL%) + ELVFILVLLCQ]

2 - 1
= (— fg) —4[2 <£% — Z£§> + 211£1£2:| )

ofaKkje 10oujamo:
2
(_V4_9 ) —4r2 4 2
™

Cnenehin kopak [5, 6] je yBohere cmene. HoBe HE3aBHCHO-TIPOMEHJbUBE YBOIMMO jeTHAYMHAMA

Vg1 2 2 _V_gl 2 2
P="1"1 I+ I +415 ), 1= 1 Iy = I+ 415 ), (3.11)

7 TIOCJIe YBPINTaBamba Y TOPHY jeIHAUNHY U MAJIO JTyKer padyHarmba OHa Ce CBOIW HA:

oLoL _
Op dqg

9L L1 Lo + I =0. (3.10)

7.

1. (3.12)

Jennaumna (3.12) je Beoma MHOrO M3ydyaBaHa y MaTeMaTHIW [6] ¥ MO3HATO je FHEHO OIIIITE PEIleHe:

2P
L = f,(s)+f( )s (3.13)
= Rt (314

Osze je f(s) npoussosbHa DyHKIM]a IPOMEHIHUBE S, U 0JAOUPAREM HEHOT eKCILIUIUTHOT 001K, 1001]ja
Ce jeTHO APTUKY/IAPHO pemerse jennaunne (3.12) ma crenehn maumn: majupe ce u3 f(s) ompenm f/(s), ma
ce 3amenu y (3.14) u pewwu 1o s(p, q). 3arum ce To yBpcru y (3.13) uume ce esuMUHUILE 3aBUCHOCT OJ §
u jnobuje napruxyiaapuu uarerpana L(p,q). Konauno, jennaunnama (3.11) ce equMunuiny p u ¢ y KOpUcT
WHBApUjaHTH TT0/ba [ u Is.

IMomro je jennauuna (3.9) (omrocuo (3.12)) morpeban u JOBO/BAH YCJIOB [a TEOPUja OyIe CUMETPUIHA
Ha JyaJiHe TpaHdOpMallrje, OBAKO MOOMjeHN JAarpaHXKWjaH CUTYDPHO MPEICTAaB/ba TAKBY TEOPHUjy, U 00-
PaTHO, aKO TEOPUja UMA JlyaJlHy CUMETDHjy, OHJA HeH JarpaHKujaH 3a10Bosbasa (3.12) mwro 3nadu j1a
nocroju dyskuuja f(s) Koja ra resepuiie.

7OBu u3pasu ce 7006mjajy Kao ABa pPellera KBaJPATHE jeJHATMHE:

e

z2 —
4T 2 4T 2
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Ha npumep, ako uzabepemo dbyukuujy f(s) = —s, umamo f'(s) = —1, na 3amenom y (3.14) nobujamo
s(p,q) = ¢ — p. YepmrasamweM y (3.13) u euMUHALILOM § UMAMO:

L=—-p—q.

Enumunanujom p u ¢ nomohy cmene (3.11) nobujamo:

V= 1
L = = —\/_ ELVFIL”
47r 2

mITo je 3ampaBo jarpanxkujan Maxwellose enexrpomunamuke. [TomTo ox cBAKOr JarpaHKujaHa OIeKyjeMo
Ja ce y auMecy caabux mosba cBoau Ha MaxwelloB, ¢puswdku je onpaBaaHO HAMETHYTH TPAHUIHHU YCJIOB:

L=—-p—q+o(p,q), (p,q — 0). (3.15)

Kao apyru npumep, nzabepumo GyHKIH]Y:

Opnarie umamo:

=

== (1+ o= 5s)

na ce 3amenoM y (3.14) u pemasamem 10 s qobuja;
T 2
V=g *"

VYepuraBamem oBux jennaduna y (3.13), mocae maso cpefjuBama 106ujamo:

V=9 .9 4 2 4 2
— 1+ — 14 —— .1
4 b V= b2p V=9 2 ) (3.16)

oJjaKJie esiuMuHAIKjoM p u ¢ nomohy (3.11) konadno nobujamo:

gz_J—_gw( Hﬁ_f_),

47 b2 vt

LITO 3allpaBO IIpeicTaB/ba JiarpaH:kujad Born-Infeldose enexrpomunamuke. IIpumernmo na y jmmecy
p,q — 0 (3.16) nocraje:

L = fzﬂ[u(u%\f_—”% ()) (1+§\/__gb—2q+o(q)>]

= \/4?172 [1— <1+ \;ngpb—zq+o(p,q))]

= —p—q+op,q),

y CKJIaJly ca rpaHuYHuM yciaoBoM (3.15).
Ha ocHOBY cBera m3/10:keHOT, MOXKEMO /13, 3aKJby9nMo 13 Born-InfeldoBa enekrpoannavuka Huje jeauna,
HEJIMHEAPHA TEOpHja, Ca JyaJHOM cuMeTpujoM, Beh je camo jesHo on peniemna jeqnadune (3.9).
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ITpokoMeHTapuIMMO MaJIO CTPYKTYpY jenuaduna (3.13) u (3.14). Hajupe, usBox npoussosbHe HyHK-
uuje f(s) dburypume venuneapso, na ce (3.14) MoxkKe eKCIIMIUTHO aHAJUTUYKE PEIuTH 110 $(p, ) caMo
3a Heke (moroame) usbope f(s). Barum, Huje jacHo koju (morpeban u noBosban) ycioB f(s) Tpeba ua
3a10BosbM Aa 6u pesyaryjyhu narpanzkujan umao kopekrad Jjumec (3.15). OBakBe OKOJIHOCTH MHOIO
OTEeXKaBa]y eKCILTUIINTHO PAadyHahe HOBUX Pellleha, U OHa ce 7001jajy yriiaBHOM caMmo 3a cpehno ”morohene” |j
dbyukuuje f(s). Yak u tana, mo0ujeHH JarpaHKujaH je OOMYHO BEOMa KOMILIMKOBAH, IITO ayTOMAaT-
CKU yMaibyje HeroBy MpakTUYHy KOpucCT. Hawmme, KOMIIMKOBAHU JIATPAHKUJAHU TI0 TTPABULY T€HEPUIILY
jenHaunHe TUHAMUKE KOje Cy 6ap MCTO TOJUKO KOMILIMKOBAHE, IIITO YKOMOMHOBAHO Ca IhbUX0BOM HesreapHOIIhy]]
YUHU OMJIO KAKBO M3PAYYHABAHE MATEMATHIKH €HOPMHO TEIIKUM, aKO HE ¥ HeMOryhuw.

Ha mpumep, u3bopom dyuxmmje:

f(s):—ln(s—i— 1—|—52)

JrbepeHITMpPABHEeM T00MjaMo:
1

T p———
v1+s
KsanpaTau KOpeH y UMeHHOIy ce 3roqHo yKoMmOuHyje ca kBagparom dbyuakuuje f(s) y jenmaannn (3.14)
HITO Jaje KBaJIPATHY jeJJHAYUHY I10 S KOja Ce MOKE PEeIIUTH:

o TiEVI-dp—9g)

2p

Bupamem "+ perera u 3amenoM y (3.13) 1o6uja ce narpanmujan’:

—1+/T—4p(p— 1—/1—4p(p—q) +2
L:—\/2—2 30— )+ 4pg — In ~ p(p q)+\/ g(p ) + 2pq

p2

KOju 10C/e eauMuHanuje p u ¢ jenuadunama (3.11) mocraje Gesnanexno komiumkosan. Ho, ca apyre
CTpame, y3 MaJjio padyHarmba MOXKe Ce MOKa3aTH JIa 3a0BoJbaBa rpanndan ycjios (3.15), na npeacrasmpa (y
npuHIuny) Moryh JarpaHkujad eseKrpouHamuke. 11omTo je qo6ujeH Kao er3sakTHO Pellehe jeTHaunHe
(3.12), uuBapujanrad je Ha JyajHe rpaHcdopmanumje.

Bupamem ”—” perema MOXKe ce MMOCTe MAJIO PadyHambha MOKA3ATH Ja TAKO JOOHjeHN JarpaHKujaH He
3a10BOJbaBa rpanudnu ycsios (3.15) na to peruerme oabairyjemo.

Jor jenam nmpumep ce mobuja n3dopom dyHKIHjE:

f(s) = — arcsin(s),

OJaKJIe IMaMO:

, _ 1
Fe) =-f=

CmyHO Kao W MaJIoNpe, KBaJpaTHU KOPEH HaM moMmazke Ja permmmo (3.14) no s:

g 1% 1+4p(p —q)
= o ,

Bupamwem ”—" pemewa u 3amenom y (3.13) nobujamo sarpanKujas:

1—+/1+4 —
£=—\/—2+2\/1+4p(p—q)+4pq—arcsin +dp(p —q)

2p

8[IpuMeTnTH 12 ca OBAaKO OJa0paHOM (YHKIMjOM f JarpaHKHjaH HHEje JUMEH3HOHO yCarJalleH, Kao M TO Ja HeJocTaje
dakTop V4:rg koju 06e30ehyje xoBapujanTaocT. Ho, npumernTn u 10 1a ce morogHuM pefedUHUCABEM BEJHYHHA P U ¢ KO
u ManuM “mruMoBameM” dyskimje f(s) oba HemocTaTKa MOry Jako ykiaoHuTH. OBje TO HEje ypaheHo camo fa 6u ce uMao

6osbu yBHJ y OOJIMK JIarpAHXKHUjaHA, KOjU je u 6e3 JOIyHCKUX KOHCTAHTH IIPEKOMILIMKOBAH.
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Osgaj narpamxujan rakohe uma n06ap Maxwellos uvec, npezcras/ba er3akTHO perieibe jeanadune (3.12)
Ta, je MHBApHUjaHTaH HA JyaJjHe TpaHcdOopMalyje, i TOHOBO je BEOMa KOMILIHKOBAH.

3a 0BO perieme Basba HAIIOMEHYTH 3, OCHM ITo ~+” perieme He 0be3behyje mobap mumec cirabux
nosba, arcsin y ¢ynkuuju f(s) namehie orpanudeme |s| < 1, wro ce y Kpajiwo] JMHUjU OApaKaBa HA
no3BosbeHe Bpeanoctu [1 u Io.

Ocum ersakTHUX pelliema, norogHum u3bopuMa Gyakinuje f(s) Mory ce m00MTH U HEKa TPUOIMIKHA
pemea. Ha mpumep, u3bopom:

f(S) =-—-s5+ AS?;

y3 ycioB aa je koucranra A "mamna” (1j. y3 yciaos A — 0), jeanaduna (3.14) ce Moxe jimHeapu3oBaTu 10
A u tume noburu:

SZ(q—p)(1—4pA), (A_)O)a

ofaksie ce 3aMeHoM y (3.13) u MOHOBHOM JIMHEAPU3AIMJOM CTHUIKE 10 JIArDAHIKUjaHA:
L=-p—q+—9?4 (A—0)

Osaj narpanxkujan ounrienHo uma 1o06ap Maxwellos sumec, a cem Tora 3ag0BosbaBa jennaduny (3.12) g0

Ha 0(A):

0L oL _

o 1420 - )A -1 -2 - 4] =1 - 2(p— DA =1 +0(4), (4 —0),

I1a je MHBapHUjaHTAH Ha AyaJjHe Tpancdopmaryje 10 Tor pega. Masom aHaan30M yBeIeHuX IPETIOCTaBKA
J001jaMo /13 je TOCTYIIaK M3padyHaBambha KOPEKTaH JOKJIE IO, je 3a0BOHEH YCIOB:

(p—qPA< —p—q,

ITo a posteriori npeacrap/ba epeKTUBHU KpUuTepujyM ~Majocru” KoHcraHTe A.
Ykouko He HaMeTHemo yciaos A — 0, jennauuna (3.14) nocraje kyOHa jeqHaduna 1o S:

4A%s% —4A(1 + qA)s® + (1 +4qA)s +p—q=0.

OsBa jesHaduna uMa jeIHO PEAJIHO U JIBA KOy OBAHO—KOMILIEKCHA pelewa. [lomro y Tom ciyuajy (3.13)
ocTaje:
L=
- 24s -1
BUIUMO 13 W300pOM KOMIIJIEKCHUX PEIerha J00MjaM0 KOMILJIEKCAH JTarPAHKIjaH, A Ta Periena, ogdairyjemo.|j
[Ipeocraje peasHo perreme Koje nMa, 00JIUK:

+ As? — s,

14dg | %/fAf’712A5q2+8A6q3+A4(727p+611)+3\/5\/A7p(2+27Ap712Aq+24A2q2716A3q3)
34 6AZ

(1-249)*
6 V—A3—12A5q2+8A6q3+A4(—27p+6(1)+3\/§\/A7p(2+27Ap—12Aq+24A2q2—16A3q3)

JacHo, HeMa HUKAKBe [OEHTe 3AMEUBATU OBO Yy TOPIbY jeIHAYMHY 3 JIAUDAHZKA]aH.

Ha kpajy oBe aHa/in3e HaIOMEHHMMO joll caMoO Ja ozacycTBo birefringence edekra y reopuju Huje
TTOBE3aHO Ca, TyaJTHOM CHMETPHjOM.

Hauwme, jenuna nBa jgarpaHxkujada Koju 3a,10B0/baBajy jeqaaunne (2.29) cy Born-Infeldos narpamxujan
(koju uMa JyasiHy CUMETPH]y) U JIArDAHXKUjaH ODJIUKA:

£=7

(Bumm jenmaunny (2.30)). Ho, aupekTHoM 3amenoM y (3.10) Buamumo Ja oBaj JarpaHKujaH He 3370BOJbABA
KPUTEPHjyM JyaJiHe WHBAPHMjAHTHOCTH, IITO 3HAYU Ja OACYCTBO birefringence edekra mHe mmmnimmupa
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ayasnHy cumerpujy teopuje. OBakap OJHOC [IyaJiHE WHBApHUjaHTHOCTH U birefringence edekra ce morao u
ouekuBaru, uMajyhu y Busy 1a je Beoma MaJio BEpOBATHO [ CBa pellernha jennaduna, (2.29) 3a10B0sbaBajy
jenmagune (3.10).

OO6pHyTO, TPUBUjATHO je BUIAETH A JAPAHKHUJAHU CA JIYAJTHOM CHMETPUjOM HE MOKAa3yjy OJICYCTBO
birefringence edekra (u3yses Born-Infeldosor narpanzxujana) jep cy (2.30) csa [2] pewewa Tor Tuma, mna
3aK/bydyjeMo 1a IyaJiHa CHMETPHja He UMILIANKAPA OACYCTBO birefringence edekra.

Hakie, oncycTBo moMeHyTor edeKkra U JIyasjHa CHUMETPHja Cy He3aBHCHE OCOOWMHE JarpaHKujaHa, u
Born-Infeldos sarpanzkujan je jeaunu Koju moceayje obe e ocobuhe.

3.3 OpgHOC AyaJIHOCTM M MAarHETHUX MOHOMOJIA

Y oBoM oze/bKy hemo BUAETH y KaKBOj je Be3U JAyajiHa CHMETPHja CA MOjaBOM MATHETHUX MOHOIIOJIA.
Marumerau MOHOIIO/IM, HAKO [IOCAJ, HUACY EKCIEPUMEHTAJHO OTKPUBEHU, IPEICTaB/ba]y TEOPUjCKUA BEOMA
unrepecanTre objekre [7, 8], Koju y KOMOMHAIM]U Ca KBAHTHOM MEXaHUKOM MOTY JIa JIajy OJArOBOD HA HEKa
J0Ca HEPEITeHa TEOPHjCKA MUTaba, Ipe CBera 300r dera je KBAaHTHU OpPOj HAETEKTPUCAhA JUCKPETAH, Tj.
3aITO Cy CBA HAEJEKTPUCAHA IIETOOPOjHH YMHOXKAK €JIEMEHTaAPHOT HAEJIEKTPUCAA, €.

Y omemmuma 3.1 u 3.2 pa3marpana je muBapujanTHOCT MaxwelloBe emekTponnHaMuke Ha IyaJiHe
(omuocuo Hodge) Tpancdopmanuje. Ho, nmpoydasan je camo ciry4aj 6e3u3sopaux MaxwelloBux jeqnaunna.
Paszmorpumo cazga mrra ce moraha kaga mumamo npucyTHe u3Bope. MaxwelloBe jennaduie uHAMUKE 33j€IHO
ca BianchijeBum maenTuTeTNIMA TaIA UMAjy OOIHK:

O (V=g F") =dny/=gjly,  Ou (V=g xF") = 0. (3.17)

Jenuum nornenom Ha (3.4) BUaUMO Ja moka3 wHBapujanTHOCTH Ha Hodge Tpamcdopmanuje y oBom
CIAydajy He BaKu, jep M0OWjeHu CUCTEM jeqHAYWHA HUje XOMOreH, ma ce BianchijeBu wmenturern Buie
HE TpecIuKaBajy y came cebe. 3akibydyjemo, nakie, jga MaxwelloBe jenuadwne ca w3BopuMa HHCY
unBapujanTae Ha Hodge (na camum Tum HU Ha ayansne) rpaHcdopmanuje.

Jenan onr (Teopujckm MPUBIATHAIX) HAYMHA [ CE OB CUTYAI]ja MOMpasHy je 1a ce Bianchijesn nnenturern]]

mMoangukyjy® Taxo ma riiace:
O (V=g *F) = dmy/=g iy, (3.18)

rJie HOBOYBEJ/IEHU KBAJPUBEKTOD j(o‘m) “Ma CMHUCA0 T'yCTUHE CTPyje H3BOPa MArHETHOI I10Jba, Y IIYHO]
AHAJIOTUJHU Ca KBAJIPUBEKTOPOM I'YCTHHE CTPYje M3BOPA €JeKTPUYHOL M0Jba, j(oé). OBo ce Jeno Buau ako

ce 1eo cucreM MaxwelloBEX jemmadmHa 3amuIIe y TPOBEKTOPCKOM 06IHKY

divE = 47 p(c) divB = AT P(m)
= OE - - 0B -
rot B — rrili 475 () —rot F — 5 = A7 ] (m)

W3Bopu mMarHerHor 1moJsba Cy HOBOCT, jep (3acajl) eKClIepUMEeHTAJIHK 0AANU YKA3yjy Ja je MAUHETHO 110Jbe
6esm3popHO. YecTuie koje 6u HOCHMIIE MaruneTHu Ha0Oj, ”HAMArHeTHCAWE” | 30BY Ce MarHEeTHH MOHOIOJIH,
U 710 JlaHac Tpe/icTaB/bajy MpeaMeT eKcliepiMeHTaIHe neTpare, HO 3acaj 6e3 pesyaraTall.

PazmoTpumo caia Kako Tpeda KBaIPUBEKTOPHU I'yCTUHE €JIEKTPUYHE U MArHETHE CTPYje Ja Ce TOHAIIA]y
upu Hodge rpancdopmanuju (3.3) na 6u HoBe jennavune nunaMuke Ouse uHBapujantae, Tj. Ja 6u Hodge

9Momudurosame Bianchijesux mmenturera (Ha 0Baj HaUMH) je BeIMKH 3aXBAT KOjH APACTHIHO MEHA Ley Teopmjy. IIpe
cBera, BUIIE He BaXKH jemHaumHa Fj,, = 0y Ay — 0y Ay, ma Huje Moryhe Ha OBaj HAMHH yBECTH IOTEHIIUjAJT €I€KTPOMATHETHOT
moJba. Y TOM Ciydajy ce Tenzop ), o0uuHO y3uMa 33 (DyHJAMEHTAJIHY BEJIMYMHY KOja OLHCYje HOJbe, IITO MMJ 3HAJajHe
mocsenuie Ha cBe octaigo. Ha mpumep, mocTynak KBaHTH3ANK]e eJIeKTPOMArHETHOT II07ha C€ ¥ CTAHJAPAHOM OOJIHKY OCJIaha
Ha YHIbEHHUIy [l Ce II0Jbe ONMCyje HOoTeHIujasoM Ay, ma ako ucTu Huje POpMyJMCaH y TEOPHjH, KBAHTU3AIHMjd Ce MOpPa
BpuIUTH Ha DYHIAMEHTATIHO PA3IUYUT HAYHH O[] CTAHIAP/IHOL.
10V KOOp/IMHATHOM CHCTEMY y KOME je gy = Nuv, J€P je TPOBEKTOPCKA, HOTAIM]ja CAMO y TOM CHCTEMY BaJ/baHO JeduHucana.
1 To me 3HAYH [ je eKCIIEPIMEHT y KOJH3HjH Ca IPETIOCTABKOM O IOCTOjamy MOHOIMOJA, Beli caMo TO Ja HHjeJaH MOHOIOJ
I0CaJL, HHje JeTEeKTOBAaH.
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rpaucdopmanuje 6use cumerpuja Teopuje. Umurupajyhiu mocrynak (3.4) umamo:

oM(\/—g Flﬁu) = 47T\/—gj;(e) iy O*y/—g (cosa F,, +sinaxF,,) 47r\/—gj(’1(e)
M(V=g *Fy,) = ATV/=95m OMy/=g(cosa xFyy +sinax*Fu) = 47y=gj

cos 2 9#(y G Fu) + sina (5 xF) = 4my il
—sinad(y/=g Fu) + cosa0"(y/=g *Fw) = 47V/=gjpmm)
JlerepMHUHAHTa OBOT CHCTEMA jeIHAMUHA je IOHOBO YBEK PA3JIHINTa 071 HyJle, ajld je ca/ia CucTeM HexoMorew i

na uMa jeuHCTBEHO periemhe. Kopucrehn npsy jenmaguny u3z (3.17) u (3.18) 3amenoMm y oBaj cucrem
Jobmjamo:

= (3.19)

ja(e) - ]:x(e) = COSOéja(e) + Sinaja(m)

: o : OOt e (0, 2m). (3.20)
Ja(m) ]a(m) COS & Je(m) S Y J(e)

OBo cy Hodge tpancdopmanuje 3a eekrpudne u maraerae u3sope. Ca oBako gedunrncanum Tpancdopmanmjama,l
renepasnucana MaxwelloBa teopuja nma Hodge cumerpmujy.

Owno mTo Tpeba npumeruTH y Be3u jennaduna (3.20) je ga Mernajy eJeKTpUIHe U3BOPE Ca MarHeTHUM
M3BOpHMA, MITO 3HAYM Ja je CBaKa HAeJeKTPHCAaHa HYeCTHUIA HNCTOBPEMEHO M HaMarHeTHCaHa, jep Ccy
rpaucdopmanuje (3.20) cumerpuja Teopuje.

Pasmorpumo caga maragerse mononosie y Born-Infeldosoj enekrposunamunu, koja hie na nam mociryzku
Kao MpuMep HeJIuHeapHe AyaaHo cuMmerpudHe Teopmje. Hajmpe, cermmo ce ma y 0BOj TeOpHju HEMAaMO
IpaBHX H3BOPA, Tj. CBE BpeMe paJuMO y BaKyyMmy, Ta je AyajHa CHMETPHja y MOTIYHOCTH HA CHA3WU.
3aTuM, CEeTHMO Ce JIa CMO y OJe/bKY 2.2 pa3MOTPHJIM HAYMH Ha KOjU Ce CHHIYJIAPHA DeIera jeJHaqInHa
JWHAMUKE MOTY WHTEPIPETUPATH Ka0 JeCTHI[e, Tj. W3BOPHU MMOJba. 3a pasiauky ox Maxwellose Teopuje, y
KOjOj CMO MOpaJHu 13 MOTU(PUKYjeMO jeTHadnHe TUHAMHUKE KAaKO OMCMO y3eau y 003Up M3BOpE, a 3aTUM
MopaJu 1a Momudukyjemo u BianchijeBe maenrurere Kako 6ucMO cadyBasu AyaJaHy CHMETPHjy Teopuje, y
Born-InfeldoBoMm cityuajy mozkemo [1a KaxKeMo 13 6e3u3BOPHA TEOPUja MeHEPHIIe HACJIEKTPUCAHE YECTHIE
(koje Cy 3aTO eJeKTPOMarHeTHOr MOpeKJia, CUHTYJIAPUTETH), IPU YeMy CBEe BpEeMe 3alpaBO PAIUMO Y
BaKyyMy, [a ce JyaJiHa CUMeTpuja He HapyliaBa.

Nwmajyhn oo y Buny, mamehe ce nneja na nomazehu on cuarynapurera exekrpuasor tuna (Haeaekrpucane]]
9eCTHIE), TyaTHOM TpaHc)OpMAnujoM J00UjeMO CHHTYTADATET MATHETHOT TUMa (HamaraeTucany dectuiy )|
Koju he Takohe OuTm perrerme jeHAYNHA IUHAMUAKE jep je ayajHa TpaHcdopMalinja CUMeTpHja Teopuje.
[TpuTom je 3aHNMJBPUBO 2 OJT YUCTO EIEKTPOCTATUIKOT CHHTYIAPUTETA T00MUjeMO YMCTO MATHETOCTATHIKHI

curTymaputer. 36or Tora Gupamo ayamHy TpancdopManmjy (3.7) ca mapamMeTpoM o = —3, MTO Jaje:
E'=-H  H=E, B=D, D=-B (3.21)
Capna npeysmumo pesyirare ozxesbka 2.2 Koju ruace (Buau jennauuue (2.34) u (2.35)):
= A — = =, A
E(r) = mem H(F) =0, B(r) =0, D(r) = 2
[|A
Ipu 9emy je ro = % VepmraBamem 0Bora y jeaHadune (3.21) mobujamo:
nik 77/ (= A o/ A n/
E'(7) =0, H'(7) = ———e,,, B'(7) = —e,, D'(F) = 0. (3.22)
Vri4rg 2

IMowro je rpancdopmanuja (3.21) cumerpuja reopuje, 3aksbydyjemo na je (3.22) jesHo CHUHIYIAPHO
pememe Born-InfeldoBux jenmaumna muHaMuke, KOje HE 3aBUCH OJ BpeMeHA, WMa CHEpHy CHMETpHjy, u
YUjU UHTEH3UTET T0Jha B’ Ha BeukuM VIAJbeHOCTUMA, Ol ca KBAJIPATOM PacTojara, Tj. Y CKIAIY je
ca Coulombopum rpanmannm yemosoMm. Jlakie, permeme HCTyHhaBa CBe yCI0Be /a ce CMaTpa 9ecTUIoM 2,

120xn0cHO, HCIymaBa 6ap CBe YCI0Be KOje HCIYHhaBa H eNeKTPOCTATHIKN CHHIYJIADHTET U3 Ofe/bKa 2.2, 1Ia je Y jeTHaKo]
MepHU OIpPaBJaHO Ha3UBATHU I'd YECTUIIOM.
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¥ MIPEJICTaB/ba MarHeTHH MOHOMOJI. Jlaxiie, oBa decTuia je Takohe mpupoaHo npeasuhena Born-InfeldoBom
@JIEKTPOIMHAMHIKOM, U TO 3aTO IITO TEOPHja UM, TYaJHy CHMETPHy .

IToacerumo ce jow na je uHTErpanuoHa KoHcraHTa A y ogesbKy 2.2 uMaJjia CMHCAO0 HAaeJeKTPUCAIba.
OBJie je curyanuja NOTIYHO aHAJIOTHA, X CMeMO KoHCTanTy A na maentuduxyjemo ca Hamaruerncamem'?,
g.

N3pagyHajmo join u yKyIHy €Heprujy oBor MoHomosa. Ilonazehu monoso o (2.38), umamo:

yoqo _ L F"Fo 50ﬁ(1 VI+F) =0 P Jie Lpe
=Y T 4 A+ F O4rn o Am b2

S Y O oS Ol (Y YR I VAT R ki
7«4

At Zr 4w 4w r? ’

mro ce yommre He pasznukyje o7 (2.39). labe ce mHTErpalyja BPIIU HA MOTIYHO UCTH HAYUH KAO Y
ozie/bKy 2.2, n pesyirar je (ymopemu (2.40)):
2 g3 b w2 b
E:i—ongz Engz o +1.236.
4 4

Hakiie, 3akibydyjeMO Ja €JeKTPOCTATUYKU U MArHETOCTATUYKY CUHIYIapuTerd umajy ucry (Konadmy!)
YKYIHY €Heprujy, 10 Ha pa3nuky y Habojuma. OBO je 3ampaBo ouekmBaH'® pesysirar, jep je yKymHa
eHepruja KOHCTAHTA 33 JATH CHHTYJIAPUTET, 1ma, ce Tpancdopmalmjom cumerpuje nehe mpoMeHuT.

Mozke ce TTOCTaBUTH MHTaIbE MITa aKO n3abepeMo HeKH APYTH mapaMeTap poTaluje o yMecro —z. Y
TOM CJIy4ajy ce 100uje CHHTyIapUTeT KOj! je HCTOBPEMEHO 1 HAETEKTPUCAH U HAMATHETHUCAH, Y 3aBUCHOCTH
on, BpeaHoCTH . TaKBa pellera jeIHaYRHA THHAMHUKE Ce 30BY JHOHH'®, M 3aHHMIBUBH Cy 3a H3ydaBaibe
3aTO MITO UTPAjy BayKHY YJIOTY Y TEOPHjU CTPYHA.

CroMeHnMO OBJIe joI U WHTepecanTan KypuosuteT na je Max Born mamycruo oBy Teopujy Oarn 3aTo
IITO MpeaBuha MOCTOjalhe MArHETHUX MOHOITOJIA, 33 KOjé OH HUje BEpOBaO I3 MOCTOjE.

13Hapapno, Teopuja 61 MOrsa ImpeABHbaTH IIOCTOjame MOHOIIONA M aKO He OH OHa JyajHO CHMETPHYHA, ald TO GH GHO
KypHuo3urer, u He Ou OUJI0 BE3aHO 33 MOCTOjarhe eJeKTPOCTATHYKOr CUHIYJIAPUTETA.

1403paky 3a mamarmerucame He Tpeba GPKATH Ca JeTepMHHAHTOM METPHYKOr TEH30pa!

15 ®opmasHo riIemaHo, OBO je MOC/IeMIa HHBAPH]AHTHOCTH TE€H30Da, eHePrije—MMITyJICa Ha JyasHe TPaHchOopMaImje.

16 Errn. dyon.
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3AKJbYYAK

Kao Teopuja koja mperenayje ma onuire efekrpomaraerae peaomene, Born-Infeldosa eexrpoaunamukall
nma ciaeaehe npeanoctu Haa MaxwelloBom Teopujom:

006e30ehyje KOHBEPTeHIjy YKYITHEe €eHepruje eIeKTPOMATrHETHOT M0/ba TAYKACTE UECTHIIE;

omoryhasa unrepuperanujy [1, 2] eseMeHTapHUX YeCTULA KAO CHHIYJAPHUX DPelleba jeJHadnHa
JMHAMUKE BaKyyMa, Tj. /1ajeé 9eCTUIlaMa eJeKTPOMATHETHY CTPYKTYPY U HOPEKJIO;

y auMecy caabux mosba cBomm ce Ha MaxwelloBy Teopujy m camp:km cBe edekTe KOju Cy HOM
npeaBuhenu, ykibydyjyhu cBe HOCAJ, MO3HATE EKCIEPUMEHTAJHE UHUIHEHUIE KOJjU Uy y MPHUJIOT
MaxwelloBoj erekTpomuHaMuIiy;

mocenyje AyaJiHy CUMETPHjy W Ha TPUPOJAH HAYUWH MpeaBuha MOCTOjare MArHETHUX MOHOIIOJA, U
JVOHA;

npeasuha OpP3UHY POCTUPAHA CBETIOCTH y BAKYyMy KOja He 3aBHCH OJ ODJIMKA MOJapu3aluje, Tj.
upeJcTaB/ba jeuHy HejuHeapHy reopujy [2] y Kojoj nema birefringence edekra;

MOZKe Ja UMa BEJIUKY MPUMEHY U Yy €JIeKTPOJUHAMHAI MATEPUjATHUX CPEINHA.

Hapasno, nmocezyje u ogpehene mamne, Koje Cy yriiaBHOM I€HA 32 TOPE HABEJEHE IIPEIHOCTH, U ITOCIIEIUIA
Cy IbeHe HeJIMHeapHOCTH:

OPUHIUI CyIepIo3uliuje mojba e Baxku (ocum y MaxwelloBom jinmecy);
TIOCTYTIaK eBeHTyaJHe KBAHTH3AIMje je 3HA9ajHO 3aKOMIIITNKOBAH;
6poj mpobIeMa KOjU Ce MOT'Y €r3aKTHO DEIUTH j€ BEOMa MAJIN;

mojaBJbyje ce mapamerap Teopuje, b, 3a KOju HEMa eKCIePUMEHTAJHUX MOJATAKa, O HYyMEPHIKO]
BPEIHOCTH;

HEMA CTPYKTYPY KOja je JT0BOJbHO OoraTa Ja OIUIIle CBe eJIeMEeHTapHe YeCcTHIle Kao eJIeKTPOMarHeTHe
CHHIYJIADUTETE;

upeapubja 0CTojare MarHerHux MOHOLOJIA (OBO ce MOXKE CMaTPATU y JeAHAKOj MEPU MAHOM Kao U
upezgoihy).

VY HOBHjUM TeopujckuM ucTpazkuBamuMa [3, 5, 6] Born-Infeldos narpamzkujan ce jasma kao neo edexroror]]
JIarpaH’KMjaHa OTBOPEHHUX CYHNEepPCTPYHA, KYIJIOBAH Ca IPYTUM HObUMA. ¥ OBOM CJIYUajy Ce jaBibajy TpU
HOBA OMTHA MOMEHTA:

napamerap b je Ha TpUPOJAH HAUYWH (DUKCHUPAH JAPYTMM KOHCTAHTaMa KOje Ce jaBJ/bajy Y TEOpHju;
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e mome F),, nMa BHITe CTENEeHN cJI000e HETO IMTO O ce OYeKNBAJIO y eJeKTPOINHAMIIIN;

e TeOpWja HUje 3aTBOPEHA, Tj. jaB/bajy C€ HOBE MATEMATHUYKE CTPYKType duuje 1eUHUCAHE HUje
JeTHOBHATHO.

Ose uumenune umajy cienehe nocaeaune (Heke g100pe, a HEKe JIOMIe):
e yKJama Ce HeJOCTATaK MPOM3BOJLHOCTH Mapamerpa b;

® TEeOpuju ce He MOXKe 0e3 JOMYyHCKUX Pa3MaTparha U MPETITOCTABKY MPUITHCATH CMUCAO eeKTpoanaamuke, i
30or BuIKa Opoja cremeHu ca000se;

e Teopwhja MOCTaje HejeTHO3HAYHA, Tj. jaBjba Ce y BHUIlEe Bep3Wja, Y 3aBUCHOCTH O]l TOTA KAaKO Ce
JeduHUITYy KOHTPAKIMja (TPar) U JeTepMUHAHTA [0 OCTAJUM CTeeHHMa cJI000mae Tensopa F, .

VY ocobume Koje Cy Be3aHe 3a TEOPHjy CyIepCTPyHA y OBOM PaJy HUCMO YJIa3uiid, Ipe cBera 300r KoMminkKoBaHocTull
came Teopuje. Ho, oBze Te ocobune HaBoauMo Aa 6ucmo ucraksm 360r yera je Born-Infeldoa reopuja manac
3aHUMJBUBA 33 U3YJIABABE, [TPE CBEra IO CBOM MAaTEMATHIKOM CaIPIKA]y, jep je (pu3nvdka HHTEPIPEeTAIN)ja
HejacHa. EjiekTpoMarmerHa jyajiHa cuMmerpuja [5, 6] y Tom cMucay Takolje urpa BeoMa BayKHY YIIOTY Y
TEOPHju CYyNepCTPYHA, 3ajeTHO Ca OCTAJINM CUMEeTpPHjaMa Koje ce TaMO jaBJbajy.



Homarak A

NMHBAPUJAHTE
EJIEKTPOMATHETHOTI IIOJ/bA

Y oBOM IOMATKY J0Ka3yjeM je/iHy TeopeMy O OOJIMKY CKAJAPHUX WHBAPHUjAHTHU KOje Ce MOI'Y U3rPAUTU
O/, KOMITOHEHTH €JIEKTPOMATrHETHOT TTOJba.

®UKCHPajMO KOOOPIMHATHA CHCTEM y KOMe je (g, = 7)), ¥ 3AIUIIIMO eKCIUIMIATHO Y MATPUIHOM'
obsinky Kommonenre ten3opa F#, = n'*F,, u xFH", = %nyas’m”"Fpg:

0O E, E, E. 0 B, B, B.

. E 0 B —-B . B 0 —F E

A pop 1 _ x 2 y BT n ] z = by
F2Fr,)) = E, —B. 0 B | *FE[xF*,)] = B, E. 0 _E (A1)

E. B, —-B, 0 B. -E, E, 0

Jlema 1. Marpune F' n xF' xomytupajy:

[F, xF] = FxF — xFF =0.

Jokaz. JIupekTHuM m3padyHaBameM mpou3sona F xF u xFF nobuja ce:
FxF = (E - B)I x4, *FF = (E - B)Iyx4,

(raxobe, Bunu jemuagauny (2.19)) rue je Iyx4 jeauaudna marpuna aumensuje 4 X 4. Omy3umarem cjeau
[F, xF] = 0. Kpaj noka3sa.

Jlema 2. CBaku ckasap I, KOHCTPYHCAH HCKJBYYHBO TIOMONY KOMIIOHEHTH TEH30DA, €JIeKTPOMATHETHOT
mospa Fy,,, merpuke g, u reuzopa Levi-Civita e*VP?, mozke ce 3anncaru y ob/InKy:

Nz
I=tr(F™*F"), (m,n € Np)

HJIH Kao0 HeKa (QYHKI[Hja jeHOr HJIN BHIIIe TAKBHX TParoBa:

I=f(te(F™%F") | tr(F*xFY) | tr(F"%F%), ...).  (m,n,k1l,rs,...€Np)

Hokaz. Ilowmro je I no npernocraBuu ckajgap (Tj. TEH30p HYJITOr DeJa) KOHCTPYUCAH HOMONy
KOMITOHEHTH €JIEKTPOMArHETHOT 110Jba, Merpuke u Ten3opa Levi-Civita, jacHo je na ce o moxke npecrasutul]

13a morpe6e oBOr ofe/bKa 03HAKY F KODHCTHMO [a O3HAYMMO MATDHILY udje cy KommomenTe F*,. To mukako He Tpeba
6pkaru ca 6pojem F' = é—é nedurncarnM npsoM jemEadumHOM y (2.3), KOju ce y 0BOM OzesbKy Helie jaBsparn.
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Ka0 HEKa (DYHKIMja MOMEHYTHX KOMIIOHEHTH, NMpPH YeMy Cy CBe OHe MelycOOHO KOHTpaxOBaHe, jep y
CKaJIapy He cMe OuTH CI000IHUX WHIIEKCA.
ITocmarpajmo mpon3BOHAHO 331aTH CKATAP OOIUKA:

I=FuFos...q70q" ..M (A.2)

IpU 4YeMy Ce CBM MHJEKCH 1I0jaBjbyjy y napoBuma (jeJHOM rope u jeJHOM J0JIe), U [0 CBUMA HUMA Ce
cymupa. Hajmupe, cBe g—dakTope MOXKEMO HCKOPHUCTUTH 33 MOAN3AIHbe WM CIYIITame OAroBapajyhmx
mHIeKca u " yTonuTn” ux y Beawdaune F¥,, €,3°7 n cIl., TaKO Jja ce METPIYKY TeH30p HWTJe He TI0jaBibyje
exkcruuTHO. Jlaspe, momtTo caa y u3pasy dburypuiry camo F—oBu u € cuMmOOIM ¥ TIONITO Cy U jeJHU U
JPYTH aHTUCUMETPUYHU HA 3aMeHy MeCTa MHIEKCHMa, CBe £ MOXKeMO M30alUTH M3 u3pas3a 3aMmernyjyhun
KOHTPAKIIHAje THUIIa %{-ZWIPUF,,U ca xF" . Hakon oBora y mu3pa3y durypumry camo F—osu u *xF-oBu,
ca KOHTPAXOBAHUM MHJEKCUMa (M HyMEPUYKUM KOeDUIMjEHTOM UCIpPel, Koju Huje Guran 3a aHaau3y).
ITomro ce cBaku MHIEKC [OjaBJbyje TAYHO ABAIYT, U MOIITO Cy U F' u xF aHCTHCHMETPUYHHU HA 3aMEHy
MHJEKCa, Mory ce MeljycoOHO MCKOMyTHpaTH TaKO /1a Ce€ CBM MHIEKCH I0jaBbyjy ~HaJoBe3aHH’, Tj. y
O0JTHKY:
I=CFu *xF"'o*xF*F,3...F", (C eR)

(cBU ocum npBOr, (1, KOjU Ce IOjaBibyje HA LOYETKY U Ha Kpajy u3pasa). KonadHo, oner momro ce 1o
CBUM MHJEKCUMA CyMHUPA, MOKEMO KX [10 BOJbY JIU3ATU U CILyIITATH y NAPOBUMA (Tj. aKO jeJHOr JUrHEMO,
IErOBOT MAPHaKa MOPAMO 13, CIyCTUMO; 10 KOHCTPYKIUjU CKaJIapa, jeJaH Of] bUX je yBEeK rope, a Apyra
JI0J1e), 1A TaKO TPaHCHOPMUCATH U3Pa3 y O0JIMK:

I=CF", %xF" o xF®,Ffg...F¢,,
IIITO Ce MOYKE 3AIMMCATA Y MATPUIHOM ODJIMKY KaO:
I=C tr(FxF%FF ... F).
Koncraara C ce (morogaum penedunucamem ckagapa I) MOXKe eJIMMUHUCATH, 118, UMaMO:
I =tr(FxFxFF...F).
[Ipema nemu 1, marpune F' u xF kKomyTwupajy, mma HaIll ckajap J00uja KOHAYAH OOJIUK:
I =tr(F™*F"), (m,n € Np) (A.3)

(oBze cy m u n GpojeBu mojaB/buBaba Marpuna F u *F nox tparom). Tume cMo 10Ka3au Ja Ce CBAKU
u3pas obnuka (A.2) moxe 3anucaru y o0iuky (A.3).

Caza je jacHo ja je cBaku CKaJap KOjU Ce MOXK€ KOHCTpyucard o Fj,, g, u e*?? 3anpaBo Heka
dbyukuuja paszuux pesmuuna obauka (A.2) y pasuum komOuHanujama (3aTO LITO Ce O IPETHOCTABLU
CacToju camo OJi OBUX TE€H30pa, & [0 CBUM HHIEKCHMA Ce MOpa CYMHUDATH), Ia CJAEIU Ja je Taj CKaJap
3anpaso ¢GpyHKImja rparosa obuka (A.3) u nudera Bume. O6parTHO, cBaka QDyHKIMja CAMO OBHX TPAaroBa
je cKajap, mo 3aKOHY KOJIWYHUKA. Jlakje, CBaka MHBAPUJAHTA, C€ MOYKE 3AIUCATH y ODJINKY:

I=f(te(F™%F"), tr(F*xFY) | tr(F"%F%), ...).  (m,n,k1l,rs,...€ Np)
Kpaj nokaza.

Teopema. CBaka uaBapujanta I eleKTPOMATHETHOT [I0JbA je HEKa (DYHKIH]ja jBe OCHOBHEe HHBapHjanTe, i
L =B’-FE’ul,=FE-B:

—

I=® (0, L)=d(B*-

—, —

E?  E-B).

Hoxkaz. enmmo 1oka3 Ha TPU KOpaKa.



JOTATAK A. HHBAPUJAHTE EJIEKTPOMAT'HETHOI II0JbA 35

Kopax 1.
Heka cy I; u I, naBapujante 3amare kKao y dopmynanuju reopeme. CBojcTBeHu nmojguHoM Marpuie F
o3nauuliemo kao pp(z). JdupekruuM uspadyHnasamwem, Ha ocaoBy (A.1), nobujamo:

pr(x) 2L det(F — xlyyy) = 2* + La% — 12

CrojcrBene BpeguaocTu MaTpuiie F' Cy HyJie OBOT MMOJIMHOMA, U MIOIIITO je Y TTUTaky OMKBA/IPATHA, jeTHAYNHA,
MOTy €€ eKCIUIUIUTHO U3pAadyHaTH, ajli HaM OHE CaJa He Tpebajy.

Ha ocuosy mosnaror Cayley-Hamiltonosor crasa’ m3 numeapre ajrebpe, mMaTpuna F aHyampa CBOj
CBOjCTBEHU TIOJIUHOM:

F* 4+ LF? — 21444 = 0,

IIITO CE MOKE IIPEenucaTu y obJIuKy:

F*= L F? + 3104 (A.4)
MHuoxkemeM nocienme jeqaadanae Marpurnom F podbujamo:
F° = - F?*+ IZF,
JIOK jOII jeJIHUM MHOXKemeM ciienu, 30or (A.4),
FS= L FY 4+ I2F? = (I? + I2)F? — [1121,x4.

WaTynTuBHO ce BUIM, a WHAYKIIMjOM Ce JJaKO MOXKe MOKAa3aTh 11 BaXKu:

(VneNy)  F'=al, (I, L)F?+b (I, L)F* + (I, I,)F +d, (I, 1) Iix4, (A.5)
rae cy al, b, ¢, u d., veke bynxmmje nasapujant 1 u .
Kopax 2. . Lo .
Jenauum nornenom wa marpune (A.1) Buaumo ma ce xF cmenom B’ = E| E' = —B moxe anrebapcku
ceecru Ha F. VBohemwem cmene cieau n I} = —Ih, I, = —I5. Tana ogmax cienn:

p*p(a:)@det(*F —xlyyy) = 2t — Lz — 122.
Capna ce (mutatis mutandis) HCTOBETHUM PE30HOBAILEM CTUZKE [0 JeAHAYMHE:

(Vn € Ng) *xF™ = a!! (I, ) xF3 + 0/ (I, I) xF? + (11, Io) % F 4 d// (I, I2) I1x 4. (A.6)

1 oeme cy a, b, ¢! w d monoro meke dyuknmje nasapujantu [; u I (pasmwamre o omrosapajyhmx

dbyukuuja 3a F, jep CBOjCTBEHU IIOJIMHOM MMA Jpyraduju ob/uK).
Kopak 3.

ITowro je tr nuneapan oneparop, u umajyhu y sumy jennauusne (A.5) u (A.6), umamo:
tr(F™ % F™) al a’tr(F3%F3) + al b/ tr(F3xF?%) + al c'tr(F3xF) + a,a” tx(
bLantr(F?*F3)  + b bltr(F2xF?) + b, citr(F?*F) + blalltr(F?)
coaltr(FxF3)  + c bltr(FxF?)  + cd,clte(FxF) + c,altr(F)
dal’ tr( *F3) +  dl, bl tr(xF?) + d cdtr(*F) + daltr(laxa).

mn

t
t

+ 4+

Ha necnoj crpanu umamo 16 Tparosa Koje padyHaMO JAMPEKTHUM MHOXKemeM jgarux marpuna (A.1).
Pesyararu cy:

(F3 %F%) = 4L, w(F3%F) = —201s, r(F2 F2) = 412,
w(F*F3) = 20l w(F*F) = 4@, w(xF2) = oI,
tr(F?) = —2I, tr(laxe) = 4,

2Cayley-Hamiltonos cTas TBpau ma cBaka KBaJpaTHa MATpuna A JUMEH3Hje 1 X 7 AHYIHPA CBOj CBOjCTBEHH MOJHHOM:

pA(x)Aéd’det(Afxlnxn):anmn+...+a1x+ao = pa(A) =anA" + ...+ a1A+ aolpxn =0.

JToka3 ce moxke Hahu y cBakom 030mbHEjeM ypOeHUKy JmHEapHE aarebpe, penumo [9].
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a ocTayiix ocaM Tparosa cy jeaHaku Hynu. llomTo cy cBu Tparosm dyuknmje camo o [; u Iz, a Takobe
u koedunujentu a, ar, al bl ... 3ak/pydujemo na je jeBa crpaHa takohe dbyHKIMja caMO OBE JBe
MHBAPHUjaHTE, 33 MPOU3BOJbHE CTEIEHE M U N

(Vm,nENO) tr(Fm*F"):¢(Il,Ig).

Konagmo, Ha OCHOBY JjieMe 2, CBaKa CKAJapHA HHBAPHjAHTA €JeKTPOMArHETHOr MOJba je (pyHKIHja camo
OBaKBUX TPAroBa, Ma CJIEeIW 11a Ce CBaka mHBapujanTa I moxKe 3amucatu Kao dyskimja 1 u Is:

I=®(I,1,)=®(B>—E?, E-B).

Kpaj nokaza.
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